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LSuites. séries et nombres complexes

L Les suites infinies

ite infinie

@ Une suite infinie est un ensemble ordonné d’une infinité de
2 D
nombres réels {a,}72 .

@ Elle peut s'exprimer a I'aide d'une fonction a, = f(n)

. {nil et _{273747"'}

o Elle peut s’exprimer par récursion

© a3 =2, ap41 ==, pourn=>1
o i=Hh=1,1, —f,, 1+ fa—2 pour n > 3 (Fibonacci)
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LSuites, séries et nombres complexes

L Les suites infinies

Définition : limite d’'une suite

o La limite L d'une suite {a,}72, existe lorsque les termes a,
peuvent étre rendus aussi proche que I'on veut de L en
prenant n suffisamment grand.

@ Dans ce cas, on écrit

lim a,=L ou a,— L lorsque n — oc.
n—oo

@ Si lim a, existe, la suite converge.
n—oo

@ Sinon elle diverge.

Deux questions

@ Est-ce qu'une suite converge ou diverge ?

@ Si elle converge, vers quelle valeur?
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LSuites. séries et nombres complexes

L Les suites infinies

Théoreme
Siap, = f(n) et lim f(x) =L, alors lim a, = L.
X—>00 n—oo

A

Théoreme du sandwich

Sia, < b, <c,pourn>nget I|m a, = lim ¢, =L, alors
n—o0

lim b, = L.

n—oo

.

Corollaire

Si lim |ap| =0, alors I|m ap =0.
n—o0

Théoreme

Si lim a, = L et f est une fonction continue en L, alors
n—o00

nllﬁngO f(an) = f(nliﬁrr;O ap) = f(L).
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Suites, séries et nombres complexes

L Les suites infinies

Quelques lois

Soit {a,} et {b,}, deux suites convergentes. Soit ¢ € R. Alors

o lim (a,+ by) = lim a,+ lim b,
n—o0 n—o0 n—o00
o lim (a,,—b,,): lim a, — lim b,
n— n—-o00 n—o00
° I|m ca, =c lim a,
n—o00 n—00
@ lim a,b, = lim a, lim b,
n—o0 n—oo n—o0
A lim ap
@ lim &2 =22><_35i |lim b 0
n—oco bn ||m bn n—oo " 7&

@ limc=c
n—o0 )
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LSuites. séries et nombres complexes

L Les suites infinies

Définition : suite croissante/décroissante

i [e.¢]
o Une suite {a,}72 ,, est
e croissante si a, < a,+1 pour tout n > ng;
e décroissante si a, > a,41 pour tout n > ng.

@ Une suite est monotone si elle est croissante ou décroissante.

o Une suite {a,}72,, est
e bornée supérieurement s'il existe un nombre M tel que a, < M
pour tout n > ng;
e bornée inférieurement s'il existe un nombre m tel que a, > m
pour tout n > ng.

@ Une suite est bornée si elle est bornée inférieurement et
supérieurement.
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LSuites. séries et nombres complexes

L Les suites infinies

Théoreme d'une suite monotone
Toute suite bornée et monotone est convergente.

Remarques

o |l existe des suites bornées qui ne convergent pas.

@ |l existe des suites monotones qui ne convergent pas.
@ Toute suite convergente est bornée.
°

Il existe des suites convergentes qui sont non monotones.
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LSuites. séries et nombres complexes

L Les séries

rie infinie

@ Soit une suite infinie {a,}72, . L'expression

o
Bpy + Angtll - Apgto b ... = Z an

n=ng
s'appelle une série infinie.
@ Exemples
o0
o > n=3+4+5+... diverge.
n_3
° Z & =32+1+%+...=1 converge.
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LSuites, séries et nombres complexes

L Les séries

Définition : somme partielle

o0
Considérons la série ) a,.
n=ng
k
@ La somme partielle des k premiers termes est sy = > apy4i—1.
i=1

@ La suite des sommes partielles est donnée par {sx}2° ;.

Définition : convergence/divergence d'une série

oo
@ Si lim s, = s existe, alors ) aj, est convergente et on écrit
k—o00 n=ng

o
> ap=s.

n=ngp

@ Dans ce cas, s s'appelle la somme de la série.

@ Sinon la série est divergente.
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LSuites. séries et nombres complexes

L Les séries

Définition : série géométrique

@ La série géométrique est donnée par
a+ar—|—ar +ar E ar"”

pour a # 0.
o Elle diverge si |r| > 1.

@ Sinon (|r| < 1) elle converge et sa somme vaut 2.
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LSuites. séries et nombres complexes

L Les séries

Théoreme
(o)

Si > a, converge, alors lim a, =0.
h=hy n—00

Théoreme de la divergence

| A

[e.°]
Si lim a, # 0 ou n'existe pas, alors > a, diverge.
n—00 n—no

A

Remarque

o0
I existe des séries divergentes ) a, telles que lim a, =0.
n=no n—o00
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LSuites. séries et nombres complexes

L Les séries

o0 (0.0}
Soit > a,=Aet > b, = B, deux séries convergentes. Soit
n=nop n=ng

c € R. Alors
@ Y ca,=cA

n=ng

o S (ap+by)=A+B
n=ng
o0

o > (an—b,)=A—B

n=ng

Quelques lois

15/53



MTH1101 — Notes de cours, Partie |: Suites, séries et nombres complexes
LSuites. séries et nombres complexes

LTests de l'intégrale et de comparaison

Table des matieres

@ Suites, séries et nombres complexes

@ Tests de l'intégrale et de comparaison

16 /53



MTH1101 — Notes de cours, Partie |: Suites, séries et nombres complexes

LSuites. séries et nombres complexes

L Tests de I'intégrale et de comparaison

La suite des sommes partielles d’'une série a termes positifs est
strictement croissante. Par conséquent, la série converge si cette
suite est bornée. )

Test de l'intégrale

Soit f une fonction continue, positive et décroissante sur [ng, oo].

Soit a, = f(n).
o0
o Si f:oof(x) dx converge, alors ) a, converge.
n=ngp
o0
e Si f:oof(x) dx diverge, alors > a, diverge.
n=ngo
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LSuites, séries et nombres complexes

L Tests de I'intégrale et de comparaison

Définition : série de Riemann

@ Une série de Riemann est donnée par

(e o]

1
Z— pour p € R.
nP

n=1
@ Elle converge si p > 1. Elle diverge si p < 1.

Définition : série harmonique

@ La série de Riemann avec p =1 :

A

n=1

s'appelle la série harmonique.

o Elle diverge.

€
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LSuites. séries et nombres complexes

L Tests de I'intégrale et de comparaison

Test de comparaison

o0 o0
Soit Y. a,et > b, des séries a termes positifs.
n=ng n=ng

o0 o0
@ Si ) b, converge et a, < b, pour tout n > ng, alors > a,
n=ng n=ng
converge aussi.

o (0.0
e Si Y b, diverge et a, > b, pour tout n > ng, alors Y a,
n=ng n=ng
diverge aussi.
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LSuites. séries et nombres complexes

L Tests de I'intégrale et de comparaison

Forme limite du test de comparaison

o0 o0
Soit Y apet >, b, des séries a termes positifs. Si

n=ng n=ng

. dn
im —=cetc>0,
n—0o0 n

oo (0.0}

alors > a, et > b, convergent toutes les deux ou divergent
n=nqg n=ng

toutes les deux.
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LSuites. séries et nombres complexes

L Autres tests de convergence

Définition : série alternée

Une série alternée est de la forme

[e.e] o
> (=1)" by ou > (—1)"b,
n=ngp n=ng

avec b, > 0 pour tout n > ng. Par exemple, la série harmonique
alternée est

o0
(—1)"1 1 1 1
=14 -S4,
Z n 2+3 4+

n=1
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LSuites. séries et nombres complexes

L Autres tests de convergence

Test des séries alternées (de Leibni

(0.)
Si b, > byt1 pour tout n > ng et lim b, =0, alors > a,
n—o00 n=no

converge (a, = (—1)""1b, ou (—1)"b,).

Estimation du reste

Si b, > bpy1 pour tout n > ng et lim b, =0, alors
n—oo

|Rk| = |s — sk| < bry-
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LSuites. séries et nombres complexes

L Autres tests de convergence

Définition : convergence absolue

o0 o0
Une série > ap est dite absolument convergente si > |a,| est
n=ngp n=no
convergente.

\,

Théoreme

[e.°]
Une série > a, absolument convergente est convergente.
n=ng

A

Remarque

Il existe des séries convergentes qui ne sont pas absolument
convergentes.

.
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LSuites. séries et nombres complexes

L Autres tests de convergence

Test du rapport (d'Alembe

o
o Si lim |2 =L < 1, alors > a, est absolument
an
n—o00 n=ng

convergente.
a a =
@ Si lim |22 =L >1ou lim |®| =00, alors ) a, est
n—oo ' @n n—oo = @n =
—no
divergente.

@ Si la limite n'existe pas (# oco) ou est égale a 1, alors on ne
peut rien conclure sur la convergence de la série.
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LSuites. séries et nombres complexes

L Autres tests de convergence

(ee)
o Si Ii_)m lan] = L <1, alors > a, est absolument
n o

n=ng
convergente.
o0
@ Si lim {/la,/=L>1o0u lim {/|a,| = co, alors ap est
i /la] i /T2 s
divergente.

@ Si la limite n'existe pas (# oco) ou est égale a 1, alors on ne
peut rien conclure sur la convergence de la série.
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LSuites, séries et nombres complexes

L Les séries entidres

Définition : série entiére

@ Une série entiere centrée en a s'écrit

e}

ch(x—a)”: co+ci(x —a)+clx—a)+...
n=0

ou a et ¢,, Vn >0, sont des constantes et x une variable.
o
@ La somme de cette série f(x) = > cp(x — a)" est donc une
n=0

fonction. )

Remarque
o

f(a) = > cn(@a— a)" = ¢p. Par conséquent, la série converge
n=0
toujours pour x = a.

A
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LSuites. séries et nombres complexes

L Les séries entidres

Théoreme

o0
Pour une série entiere Y c,(x — a)", il y a trois cas possibles :
n=0

© Elle converge seulement en x = a.
@ Elle converge pour tout x € R.

© |l existe un nombre R tel que la série converge pour
|x — a| < R et diverge pour |x — a| > R.

Remarque

Dans le cas 3, la série peut étre convergente ou divergente en
x = a=x R. Il faut vérifier ces deux points séparément.
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LSuites. séries et nombres complexes

L Les séries entidres

Définition : rayon de convergence

R est appelé le rayon de convergence.

Définition : intervalle de convergence

@ Les valeurs de x pour lesquelles la série converge définissent
I'intervalle de convergence. Il est noté | et est donné par
I=[a—R,a+R],]Ja—R,a+R],[a— R,a+ R[ ou
la— R,a+ RJ[.

@ Dans le cas 2, on écrit | =] — oo, 00[ ou | = R.

@ Danslecas 1, onal=]|aal
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LDéveloppement des fonctions en séries entieres

Table des matieres

@ Suites, séries et nombres complexes

@ Développement des fonctions en séries entieres

31/53



MTH1101 — Notes de cours, Partie |: Suites, séries et nombres complexes

LSuites, séries et nombres complexes

LDéveloppement des fonctions en séries entieres

Des fonctions peuvent s'écrire comme des séries entiéres.

Par exemple, a partir de la série géométrique, on déduit que

o
f(x)= 1_X:1+X+X2+"':an pour |x| < 1.
n=0

En utilisant des transformations de la série géométrique, on
peut écrire d'autres fonctions en séries entieres.

Par exemple,

1 I -1 X
f(x) = —fZ(T) bs pour|z|<1.
n=0

44 x 4
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LSuites, séries et nombres complexes

LDéveloppement des fonctions en séries entieres

Théoreme

Si > cn(x — a)" a un rayon de convergence R > 0, alors la

n=0
o
fonction f(x) = >_ cn(x — a)" est dérivable sur I'intervalle
n=0
la—R,a+ R[ et
58]
o f/(x) = c1+2c(x—a)+3c(x—a)+... = > nca(x—a)""
n=1

° ffX)dX:K+C0(X—a)+%(x—a)2+%(x—a)3+...
K+ Z n+1( - )n+1.

Le rayon de convergence de ces deux séries est aussi R (le

comportement aux bornes de I'intervalle peut toutefois changer).
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LSuites. séries et nombres complexes

L Séries de Taylor et MacLaurin

Théoreme

Si une fonction f(x) admet une représentation en série entiere
centrée en a pour |x — a| < R, alors

> f(n)(a
f(x)= Zfi()(x— a)" pour [x —a] < R.

n!
n=0

.

Définitions : séries de Taylor et de MaclLaurin
o Cette série est appelée la série de Taylor de f centrée en a.

@ Lorsque a = 0, la série est aussi appelée la série de MacLaurin
de f.

A
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LSuites. séries et nombres complexes

L Séries de Taylor et MacLaurin

Définition : polynome de Taylor

Le polyndme de Taylor de degré n de f(x) centré en a est

" f(g .
T =3 @y

il
i=0

Pour x € R donné, f(x) = > f(n,i!(a) (x—a)"si f(x) = le Th(x).
n=0 n—oo

A

v
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LSuites. séries et nombres complexes

L Séries de Taylor et MacLaurin

Définition : reste du polynéme de Taylor

Le reste du polynéme de Taylor de degré n, noté R,(x), est

Rn(x) = f(x) — Th(x).

.

Théoreme
Si lim Ry(x) =0 pour |x — a| < R, alors
n—o0

oo n
f(x) = Z—:o f(r),!("") (x —a)" pour |[x — a| < R.

A
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LSuites. séries et nombres complexes

L Séries de Taylor et MacLaurin

Pour démontrer que lim R,(x) = 0, on peut se servir de |'inégalité
n—oo

suivante.

A

Théoreme (inégalité de Taylor)

Si |f("*1)(x)| < M pour |x — a| < d, alors

[Ra(x)] < (n+1)!

Ix —a|"™ pour [x —a| < d.

Dans cette inégalité, M peut dépendre de n.

Résultat utile

n

lim X—:O Vx eR.

n—oo nl

.

\,

38/53



MTH1101 — Notes de cours, Partie |: Suites, séries et nombres complexes

LSuites. séries et nombres complexes

L Séries de Taylor et MacLaurin

Quelques séries de base
X = x" x?2 x3
SR DD R
n=0

9 2n+1 3 5 7
a —_ n X - X X X
@ sinx = ZO(—I) Gy =X~ s tE Tt
n—=

2 4 6

o cosx= S (DG =l-F+5F—F -+

@ Pour ces tr0|s séries, R=occ et [ = R.
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LSuites. séries et nombres complexes

L Les nombres complexes

@ Les nombres complexes sont une généralisation des nombres
réels.

@ lIs ont été inventés pour combler les failles des nombres réels
pour les fonctions telles que / , In, ...

@ Dans plusieurs cas, les nombres complexes facilitent la
résolution de problemes d’ingénierie.
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L Les nombres complexes

Définiti ombre complexe

@ Un nombre complexe se représente sous la forme
z=a+ bi

ol a et b sont des réels et i est un symbole tel que /> = —1.
@ i est appelé le nombre imaginaire.
@ a est appelé la partie réelle de z et notée Re(z).
@ b est appelé la partie imaginaire de z et notée Im(z).

o C={a+bi|a,be R} est I'ensemble des nombres complexes.

Remarque

Un nombre réel a est aussi un nombre complexe avec b = 0.
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LSuites. séries et nombres complexes

L Les nombres complexes

Les nombres complexes peuvent se représenter dans un plan (partie

réelle sur I'axe horizontal, partie imaginaire sur I'axe vertical).
v

Quelques propriétés

Soit a+ bi et ¢ + di deux nombres complexes.

@ at+bi=c+disietseulementsia=cetb=d

o (a+bi)+(c+d)=(a+c)+(b+d)i
o (a+bi)—(c+d)=(a—c)+(b—d)i
e (a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc)i
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LSuites. séries et nombres complexes

L Les nombres complexes

Définition : conjugué complexe

Soit z = a+ bi un nombre complexe. Le conjugué complexe de z
est
Z=a+ bi=a— bi.

Quelques lois

Soit z et w deux nombres complexes.
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LSuites. séries et nombres complexes

L Les nombres complexes

Division de nombres complexes

@ Pour faire une division de nombres complexes, on doit
multiplier le numérateur et le dénominateur par le conjugué
du dénominateur.

@ Par exemple :

342 _ (342) (2+4) _ 1 4
2—4i  (2—4i) 2+4) 10 5"

vV/—c=+/ci pourc>0.
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LSuites. séries et nombres complexes

L Les nombres complexes

Racines d'un polynéme de degré 2

o Le polyndme ax? 4 bx 4 ¢ possede les racines

= —b++Vb?% —4ac
- 23

méme si b2 — 4ac < 0.

o Siz=a+ pi, B#0, est racine, alors Z = o — (i est aussi
racine.
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LSuites. séries et nombres complexes

L Les nombres complexes

n .
Soit Pp(x) = 'Zo ¢jx) un polynéme de degré n tel que ¢; € R,
J:
j=0,1,...,n, et ¢, # 0. Alors il existe n nombres complexes
71,2, ...,2, (possiblement identiques) tels que

Pa(x) = ca(x — z1)(x — 22) .. . (x — z,).

Théoreme fondamental de I'algeb
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LSuites. séries et nombres complexes

L Les nombres complexes

Définition rme polaire

La forme polaire d'un nombre complexe z = a + bi est

z =r(cosf + isin@)

N

ou
@ r=|z| = va? + b? est le module de z,
@ 0 est I'argument de z : il satisfait sinf = % et cost = 2 et

n'est pas unique.
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LSuites. séries et nombres complexes

L Les nombres complexes

Multiplication sous forme polaire

Si z; = ri(cos By + isinf1) et zo = ry(cos b + isin ), alors

7120 = rira(cos(01 + 02) + isin(01 + 62)).

Formule de
Si z = r(cos @ + isin @), alors

z" = r"(cos(nB) + isin(nd)).

49/53



MTH1101 — Notes de cours, Partie |: Suites, séries et nombres complexes

LSuites. séries et nombres complexes
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Si z; = ri(cosfy + isinfy) et zo = r(cos by + isinfby), alors

2 _ Bcos(By — 02) + isin(61 — 62)) si 20 #0.
Z2 rn

Division sous forme polaire

A

Inverse sous forme polaire
Si z=r(cosf + isinf) # 0, alors

1 1
— = =(cos @ — isin¥).
. r(cos isin @)

€
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Racines d'un nombre complexe

Soit z = r(cosf + isinf) un nombre complexe. Quelles sont les
racines n€ de z?
@ On cherche donc n nombres complexes wy, wi, ..., w,_1 tels
que (wg)" =z pour k=0,1,...,n— 1.

@ Ces nombres sont :

0 + 2km

wi = rn ( cos (

)—Hsin (T
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Définition : fonction exponentielle complexe
Soit z un nombre complexe. Alors

e 72 73

z"
= —1+z+—+§+

Une propriété

Soit z; et z» des nombres complexes. Alors

At — 7122
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Formule d'Euler

e® = cos + isinf )
On peut donc écrire
z = r(cosf + isinf) = re'.
D’ou
Inz=Inre® =Inr+i6. )
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