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Abstract : We consider the class of nonsmooth regularized optimization problems with equality
constraints. Such problems arise in signal processing, machine learning, and low-rank matrix comple-
tion, where the nonsmooth term promotes structural properties such as sparsity or low total variation.
We propose an extension of the Sequential Quadratic Programming (SQP) method introduced by Cur-
tis, Qu and Robinson (2026) that handles a broad class of nonsmooth regularizers beyond the ¢; norm.
At each iteration, the tangent subproblem is solved using the Envelopt solver combined with a null-
space reduction, which exploits the Moreau envelope to handle the nonsmooth term while enforcing
the linearized constraints exactly. We further show that solving the tangent subproblem inexactly pre-
serves the convergence and complexity results, provided that simple and sufficient decrease conditions
are satisfied. Numerical experiments on problems from the CUTEst library confirm that the propo-
sed method successfully handles various convex regularizers, and that inexact tangent step resolution
significantly reduces the total number of inner solver iterations while maintaining solution quality.

Keywords : Nonsmooth optimization ; SQP methods ; equality-constrained optimization

Résumé : Nous considérons la classe de problémes d’optimisation non lisse avec contraintes d’égalité.
Ces problémes apparaissent notamment en traitement du signal, en apprentissage automatique et pour
la complétion de matrices de rang faible, ou le terme non lisse permet de promouvoir des propriétés
structurelles telles que la parcimonie ou la faible variation totale. Nous proposons une extension de
la méthode de programmation quadratique séquentielle (SQP) introduite par Curtis, Qu et Robinson
(2026) permettant de traiter une large classe de régulariseurs non lisses, au-dela de la seule norme
f1. A chaque itération, le sous-probléme tangent est résolu a l’aide du solveur Envelopt combiné a
une méthode du noyau, qui exploite I’enveloppe de Moreau pour traiter le terme non lisse tout en
satisfaisant exactement les contraintes linéarisées. Sous certaines conditions, nous montrons de plus que
la résolution inexacte du sous-probléme tangent préserve les résultats de convergence et de complexité.
Des expériences numériques sur des problemes issus de la bibliotheque CUTEst confirment que la
méthode proposée résout efficacement des problemes faisant intervenir divers régulariseurs convexes,
et que la résolution inexacte du pas tangent réduit significativement le nombre total d’itérations du
sous-solveur tout en préservant la qualité des solutions obtenues.

Mots clés : Optimisation non lisse ; méthodes SQP ; optimisation avec contraintes d’égalité
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1 Introduction

Nous considérons la classe de problemes d’optimisation non lisses avec contraintes

m%{{n f(@)+ h(x) telque c(z)=0, ze€Q, (1)
zeR™

ot f : R® — R est continliment différentiable, h : R™ — R U {400} est propre, semi-continue
inférieurement et convexe et ¢ : R” — R™ est contintiment différentiable avec m < n. La résolution
de problémes de la forme (1) intervient dans de nombreuses applications en traitement du signal et
problémes inverses [11, 45], apprentissage automatique [46] ou encore pour la complétion de matrices
de rang faible [10]. Dans ces contextes, le terme différentiable f modélise généralement la fidélité aux
données tandis que le terme convexe non différentiable h est utilisé pour promouvoir certaines propriétés
recherchées de la solution, telles que la parcimonie, la faible variation totale ou encore le faible rang.
Ces modeles d’optimisation composite sont aujourd’hui omniprésents dans les applications modernes de
I’optimisation numérique. Malgré leur large domaine d’application, ces problemes demeurent difficiles
a résoudre en raison de la combinaison de trois difficultés majeures : la présence de contraintes non
linéaires, la non-différentiabilité du terme h et, dans de nombreuses applications, la grande dimension
des probléemes considérés. Les méthodes classiques d’optimisation non linéaire supposent généralement
que la fonction objectif est contintiment différentiable et ne sont donc plus directement applicables.

Lorsque la fonction objectif comporte un terme non différentiable, plusieurs stratégies ont été
proposées dans la littérature. Les méthodes de régularisation quadratique pour 'optimisation non
lisse exploitent la structure composite du probleme et permettent de conserver explicitement le terme
non lisse grace au calcul d’opérateurs proximaux [1, 19]. Elles sont particuliérement efficaces pour les
problémes non contraints. Il est possible d’inclure des contraintes dans la fonction non lisse h [37],
notamment pour traiter les contraintes de bornes, mais leur extension aux contraintes non linéaires
générales est nettement plus délicate. De plus la vitesse de convergence des multiplicateurs est linéaire
en général 3, Section 2.2], ce qui peut ralentir la convergence globale pour résoudre le probléme initial.

Une autre approche repose sur les méthodes de Lagrangien augmenté, qui remplacent le probleme
original par une suite de sous-problemes dans lesquels les contraintes sont ajoutées a la fonction objec-
tif, tout en mettant a jour des multiplicateurs de Lagrange [24]. Il s’agit alors de résoudre une série de
problémes non contraints. Ces méthodes bénéficient d’un cadre théorique solide et constituent aujour-
d’hui 'une des approches les plus générales pour la résolution de problémes contraints. Néanmoins,
leur efficacité dépend de la résolution des sous-problémes internes, qui peuvent devenir coiiteux lorsque
les contraintes sont nombreuses ou mal conditionnées [33, Section 17.3]. Initialement, les méthodes de
Lagrangien augmenté ont été présentées pour résoudre des problemes lisses, mais des modifications ont
été proposées pour traiter des problémes composites non-différentiables avec contraintes [16].

Dans le cas ou h = 0, les méthodes de programmation quadratique séquentielle (Sequential Qua-
dratic Programming en anglais, que nous noterons par la suite SQP) constituent aujourd’hui I'une
des approches les plus performantes pour la résolution de problémes d’optimisation non linéaires sous
contraintes [7, 25, 33]. A chaque itération, elles construisent une approximation quadratique locale
de la fonction objectif ainsi qu’une approximation linéaire des contraintes, conduisant a la résolution
d’une succession de sous-problémes quadratiques. Ces méthodes possédent d’excellentes propriétés de
convergence locale [33, Section 18.2] et constituent le fondement de solveurs de référence tels que KNI-
TRO [9]. Contrairement aux méthodes de Lagrangien, les méthodes SQP démontrent leur efficacité
lors de la résolution de problémes présentant des contraintes fortement non linéaires [33, Section 18.1].

Afin de combiner les avantages des méthodes SQP et des approches de régularisation quadra-
tique, Curtis et al. [14] proposent une méthode SQP adaptée aux problémes composites. A l'instar
de certaines méthodes SQP, chaque itération est décomposée en un pas normal visant a réduire la
violation des contraintes, puis un pas tangent destiné a améliorer la fonction objectif. Leur approche
conserve cependant explicitement le terme convexe non différentiable dans le sous-probléme tangent
tout en utilisant un modele de la partie lisse. En revanche, numériquement, le terme non lisse est
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remplacé par un terme lisse en introduisant des contraintes supplémentaires dans le probleme initial.
Aucun résultat numérique n’est présenté pour les problémes dont le terme non lisse ne peut pas étre
reformulé a ’aide d’un terme lisse et 'ajout de contraintes.

Dans ce contexte, 'objectif de ce stage est de développer un solveur efficace pour la résolution
du probléme (1) pour divers régulariseurs convexes autres que la norme ¢;. Pour cela, nous nous ap-
puyons sur le cadre SQP proposé par Curtis et al. [14], tout en résolvant le sous-probléme tangent a
l’aide du solveur ENVELOPT [18]. Ce dernier repose sur une méthode de Lagrangien augmenté permet-
tant de résoudre des probléemes d’optimisation composites. Afin de traiter efficacement les contraintes
linéarisées, le probléme tangent est reformulé & Paide d’une méthode du noyau [25, 33], permettant de
travailler directement dans I’espace tangent aux contraintes. Enfin, contrairement aux travaux de Cur-
tis et al. [14], qui se concentrent uniquement sur la norme ¢1, nous étendons cette approche & une famille
plus générale de fonctions convexes non différentiables et évaluons expérimentalement ses performances
sur différentes classes de problemes.

Dans la section 2, nous aborderons les fondements des méthodes de Lagrangien augmenté, de la
programmation quadratique séquentielle ainsi que des méthodes de régularisation quadratique non
lisse. Nous présenterons également ’algorithme ENVELOPT. Dans la section 3, nous présenterons dans
un premier temps un algorithme permettant de résoudre un probleme quadratique non lisse avec
contraintes. Par la suite, nous proposerons une adaptation de Palgorithme introduit dans [14] afin de
résoudre le probléme (1). Enfin, nous discuterons de la nécessité de la résolution exacte du probléme
quadratique étudié dans la section 3.1. La section 4 illustrera les résultats numériques des algorithmes
présentés dans la section 3. Nous terminerons ce rapport par une conclusion générale ainsi que par une
ouverture sur les perspectives envisagées a la suite de ces travaux.

2 Contexte et état de l'art

2.1 Algorithmes itératifs

Afin de résoudre des probléemes d’optimisation, il est courant de se reposer sur une approche itérative
consistant a remplacer, a chaque itération, le probléme initial par un sous-probléme plus simple a
résoudre [33]. En notant xj, 1'itéré courant, le sous-probléme est alors construit & partir des informations
disponibles en xy, telles que la valeur de la fonction objectif, son gradient ou encore une approximation
de sa Hessienne [7, 12, 33]. La résolution de ce sous-probléme permet de déterminer une nouvelle
direction ou un nouvel itéré xp, 1. Ce dernier sert ensuite de point de référence pour construire le
sous-probléme de l'itération suivante. On obtient ainsi une suite d’itérés (zy)r>0 dont objectif est de
converger vers une solution du probléme initial. La qualité du sous-probléme considéré ainsi que le
degré de précision avec lequel il est résolu jouent alors un role central dans 'efficacité de la méthode.
Les méthodes de Lagrangien, SQP ou de régularisation quadratique non lisse que nous aborderons
dans ce rapport s’appuient toutes sur ce principe.

2.2 Probleme avec contraintes et Lagrangien
Nous nous intéressons dans cette partie & la résolution de probléme lisse avec contraintes d’égalité (2)
mxin f(z) telque ¢(x)=0 (2)
en reformulant le probléme et en incluant les contraintes dans la fonction objectif.
2.2.1 Fonction Lagrangien et stationnarité

En introduisant le Lagrangien du probléme défini par

L(z,y) = f(x) —y e(2), (3)



Les Cahiers du GERAD G-2026-69 3

alors sous certaines hypotheses de régularité, la résolution du probléme (2) peut étre caractérisée,
au premier ordre, par les conditions de stationnarité du Lagrangien [33, Chap. 12]. La quantité y
est appelée multiplicateur de Lagrange. En notant z, une solution locale de (2), en supposant que
f:R" — Ret c: R®" — R™ sont des fonctions lisses, et que la jacobienne des contraintes en x* soit
de rang plein, alors il existe des multiplicateurs de Lagrange y* [33] tels que :

{vmﬁ(l‘*,y*) =0 (4&)
c(xe) =0 (4b)

Ce systeme d’équations constitue une condition nécessaire du premier ordre, également appelée condi-
tions de Karush—Kuhn—Tucker (KKT). L’équation (4a) implique que le couple (z,,y,) est bien un
point stationnaire de (2). I’équation (4b) permet de vérifier que le point z, est un point réalisable. Le
systéme d’équations (4) nous sera utile par la suite car il nous permettra de savoir si le point auquel
nous nous trouvons a l'itération k est un minimum local.

2.2.2 Lagrangien augmenté

La méthode du Lagrangien permet de prendre en compte les contraintes en les incorporant direc-
tement dans la fonction objectif a I’aide de multiplicateurs de Lagrange. Cependant, en pratique, la
résolution du systéme des conditions KKT nécessite de satisfaire simultanément la stationnarité (4a)
et la faisabilité (4b). Une autre approche consiste & pénaliser la violation des contraintes, par exemple
au moyen d’une pénalisation quadratique [13, 23]. Cette derniére permet de traiter la contrainte en
transformant le probléme en probléme sans contraintes, mais nécessite généralement d’augmenter
progressivement un parameétre de pénalisation u, ce qui peut conduire a des problémes de mauvais
conditionnement lorsque p devient grand. Le Lagrangien augmenté combine ces deux approches en
associant un terme de Lagrangien a une pénalisation quadratique des contraintes. Il permet ainsi de
controler simultanément la violation des contraintes et l’estimation des multiplicateurs de Lagrange,
sans nécessiter des valeurs excessivement grandes du parametre de pénalisation [3, 33]. Le Lagrangien
augmenté est défini par

m /1/ m
L(z,y;p) = flx) =Y _yici(z) + 5 > (). (5)
i=1 i=1
Nous remarquons l'influence de pénalité quadratique par la présence du terme 4>, ¢7(z), mais
également du Lagrangien de par la présence du terme Zl";l yic;(x). La condition d’optimalité devient
alors (voir [33, Equation (17.37)])
m
0~ Val(ar, v k) = V(@) =D [uF — pcilar)] Veia).

=1

En comparaison avec les conditions du premier ordre KKT classique (4), nous avons

Vi, yf ~yF — pci(ar)

= Vi, o) ~ (7 — o). )
HE
L’algorithme général permettant de résoudre (2) est présenté en Annexe C.1, Algorithme C1. Le La-
grangien augmenté offre deux maniéres d’augmenter la précision de l'estimé x,, solution du
probléme (2) : il est possible d’augmenter la valeur de u, mais disposer d’une estimation suffisamment
précise des multiplicateurs de Lagrange y* permet également d’augmenter la précision [33, Théoréme
17.6]. Dans la formulation avec pénalisation quadratique, nous ne pouvons qu’augmenter py. Dans
la formulation avec uniquement le Lagrangien, nous devons obtenir des multiplicateurs de maniere
tres précise. La méthode de Lagrangien augmenté tire parti des avantages du Lagrangien et de la
pénalisation quadratique, mais ne permet de résoudre que des problemes lisses avec contraintes et ne
traite pas directement le terme non lisse h présent dans le probléme (1).
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2.3 Programmation quadratique séquentielle

L’une des méthodes les plus efficaces présentes dans la littérature pour résoudre des problémes non
linéaire avec contraintes de la forme

Inxin flx) telque c¢(x)=0 (7)

ou f:R" — R et ¢c: R®" — R™ sont des fonctions lisses consiste a générer des pas en résolvant des
sous-problémes quadratiques. Nous décrirons dans cette section les principes de cette méthode appelée
programmation quadratique séquentielle [5, 44] (Sequential Quadratic Programming en anglais, notée
par la suite SQP).

2.3.1 Principe général

L’idée principale de la méthode SQP pour résoudre le probleme d’optimisation est de modéliser (7)
a l'itéré x; par un modele quadratique, puis d’utiliser le minimiseur de ce sous-probleme pour définir
I'itéré suivant zj,1. Le Lagrangien (voir (3)) du probleme (7) s’écrit L(z,y) = f(z) — y c(x). Les
conditions KKT (voir (4)) du premier ordre donnent

V@) - I@) ] _
Pl = [V <o )

Une maniére de résoudre ce systéme d’équations est d’utiliser la méthode de Newton [5, 33]. Le pas
de Newton a l'itéré (zy,yx) est défini par

{mk-ﬁ'l} {xk} { k}
Ye+1 Yk Dy
ou les directions de Newton (pg, p,) vérifient

F'(2k, yr) E’j = —F(xk, y)

Viole =0 [pe] _ [V + Ty .
Jk 0 Dy —Ck
En introduisant les nouveaux itérés
Tpy1 = Tk + Dk, Ik = yr + py,

la premieére équation du systéme de Newton devient
V2 Lipr — Iy py = =V fr + T uk.
En utilisant la relation p, = I — yx, nous obtenons
V2 Lok — I (ke — ye) = =V fi + J¢ v,

et finalement
V2 o Lipk + YV fr — Ji I = 0.

De méme, la seconde équation du systeme de Newton donne
Jrpr + ¢ = 0.
Ainsi, les conditions de Newton peuvent s’écrire

V2 Lepk+ Vi —J k] [0
JEpr + ck 10|’
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qui n’est autre que ’expression des conditions KKT du premier ordre pour le probléeme
. T e _
min f +Vf, p+ 5P Vi Lkp tel que  Jyp +cp = 0. (10)
P

Ainsi les itérés générés par la méthode de Newton sont solutions du sous-probléme quadratique (10)
et I’Algorithme 1 permet de résoudre le probléme (7) :

Algorithme 1 Algorithme SQP local pour résoudre (10)

Entrée : Couple initial (po, yo)

: Initialiser k =0

: Tant que Test de convergence non satisfait faire :
Calculer fg, V fi, Vi,xﬁk et Jg

Résoudre le probléme (10) pour obtenir (pg, lx)
Mettre & jour xx41 = T + Pk, Ye+1 = lk

: Fin

: Sortie : (zp,yx)

Remarque 1. la quantité fj étant indépendante de p, chercher le minimiseur de fk+Vf,;rp+%pT Viymﬁkp
est équivalent a chercher le minimiseur de V£, p + %pTmeﬁkp.

L’approche induite par la formulation (9) est la résolution du systéme par méthode directe. Cette
approche consiste a résoudre directement le systéme linéaire de type KKT du premier ordre afin d’obte-
nir simultanément les directions py, et p, [5, 8]. Résoudre ce type de systéme linéaire peut étre cotiteux
en temps de calcul et en mémoire lorsque le nombre de variables ou de contraintes est important. Au
contraire, I'approche induite par la formulation (10) est la résolution d’un probléme d’optimisation
quadratique contraint. Cette formulation permet de se concentrer directement sur la recherche de la
direction py notamment via une résolution itérative [14, 15, 25], souffrant moins des désavantages
présentés précédemment. Nous présentons une méthode s’appuyant sur la formulation (10) dans la
partie suivante. Notons que les deux formulations sont tout de méme étroitement liées : les conditions
d’optimalité du premier ordre du probléme quadratique (10) conduisent précisément au systéme (9).

2.3.2 Découplage des pas tangent et normal

Il existe une variété de méthodes SQP (voir Nocedal et Wright [33, Chap. 18]) pour résoudre (7). La
résolution du sous-probléme quadratique doit & la fois permettre de réduire la violation des contraintes
et d’améliorer la fonction objectif. Afin de traiter séparément ces deux aspects, nous nous intéressons
aux méthodes qui décomposent chaque sous-probléeme SQP en deux sous-problémes [7, 25, 34]. Le
premier sous-probléme, représenté par (11), est appelé sous-probléme normal (ou vertical) et permet
d’améliorer la faisabilité des contraintes :

min ||Jpv + ck||§
v

(11)

tel que |lvf2 < EAr, £€(0,1)

Nous noterons vy la solution du probléme (11). L’objectif est alors de calculer un pas s qui ne dégrade
pas la réduction de violation des contraintes obtenue grace & vy, tout en améliorant la fonction objectif :

1
min  Vf, s+ ésTVimEks
tel que Jps = Jpug (12)

Isll2 < Ax

Remarquons que le probléme (12) posséde toujours une solution réalisable (en effet, s = v, est une
solution satisfaisant les contraintes). Le pas s est calculé en trouvant un pas complémentaire & vy
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a partir d’un autre sous-probléme. Ce deuxiéme sous-probléme, représenté par le probleme (13), est
appelé probléme tangent (ou horizontal) :

1
min  (Vf + Viﬁkvk)T u+ iuViﬁku

uER™

tel que  Jyu =0, |lul < /A2 — v

En calculant les pas normal et tangent de cette maniére, vy et ux sont alors orthogonaux. Nous
pouvons accepter ou rejeter le pas s = vg + uy grace a différents critéres, la plupart faisant intervenir
une fonction de mérite. En cas d’acceptation, nous définissons le nouvel itéré par xpy1 = ) + sk et
nous utilisons ce point afin de modéliser (7) par un nouveau modele quadratique.

(13)

Cependant cette approche, telle que présentée dans [7, 25, 33], ne concerne que les problémes
lisses (la fonction objectif et les contraintes sont supposées au minimum appartenir & C*(R™)). Nous
souhaitons cependant résoudre des problémes ayant un terme non lisse (voir probleme (1)). Curtis et al.
[14] proposent une modification de la méthode SQP avec découplage des pas tangent et normal pour
traiter les problémes (1). Néanmoins, les tests numériques de article ne portent que sur h(z) = A||z||1,
ol la norme est transformée en fonction lisse (voir Annexe B), rendant le probléme original d’intérét
lisse. Or, notre objectif est de pouvoir traiter une classe beaucoup plus large de fonctions non lisses,
plutét que de nous limiter au cas particulier ou la norme ¢; est régularisée.

2.4 Méthodes de régularisation quadratique

Nous considérons la classe de problemes non lisses
min f(z)+ h(x) (14)

o f : R®™ — R est continfiment différentiable et h : R™ — R U {400} est propre et semi-
continue inférieurement (voir [39, Définition 1.5]). Des stratégies de descente de gradient permettent
de résoudre (14) comme la descente de gradient proximal [2] qui consiste & générer une suite d’itérés
(zk)kZO telle que
ZTp+1 € Prox,;, (zr — vV f(zy)),
ou v est un parametre proximal dont le réle est similaire a celui du pas de descente dans une méthode de
gradient classique. On pourra se référer & [39, Chap.1] pour la définition de 'opérateur proximal d’une
fonction et les propriétés qui en découlent. Cependant des méthodes plus sophistiquées ont récemment
émergé. Aravkin et al. [1] créent respectivement ¢ et 1 des modeles de f et h, ol ¢ est un modele
linéaire de f tel que
p(siz) = f(2) + Vf(z) s~ flz+s)

et Y(s;x) &~ h(x + s). A chaque itération, il s’agit alors de résoudre le probléme régularisé

. 1
min m(s; o, ox) = @(s; k) + U (s 28) + Soulls]3 (15)

S

ol 0}, = 1/vy est un parameétre de régularisation. Le parameétre de régularisation est adapté selon le
comportement local du probleme, puis le nouvel itéré est défini par x;41 = )+ Sk ol sy est la solution
de (15). Nous pouvons faire le lien entre la méthode régularisée [1] et la descente de gradient proximal
en remarquant que

Thy1 € prox,, , (v — vV f(ar))

1
= Zpy1 € T +argmin Vf(xy) s+ 51/,;1||s||2 + h(zg + s)
S

1
<> Tp41 € xp + argmin f(xg) + Vf(xk)Ts + iakHsHQ + h(zg + s)
S

<= Tpi1 =Tk + Sk, Sk € argmin m(s;zg, o).
S
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L’algorithme, appelé R2, est présenté en Annexe C.2, Algorithme C2. Aravkin et al. [1] montrent que
cet algorithme obtient de meilleurs résultats qu'une descente de gradient classique. Diouane et al. [19]
proposent d’utiliser le méme mécanisme en construisant un modele quadratique de f :

o(x;8) = f(x) + Vf(x) s+ %STB(I)S ~ f(z+s)

ot B(xz) = B(z)T € R™ ™ peut étre la vraie hessienne de f ou une approximation. L’algorithme, appelé
R2N, est présenté en Annexe C.2, Algorithme C3. Notons que [19] utilise R2 [1] pour résoudre (15)
lorsque le modele est quadratique. Les méthodes de régularisation quadratique dans le cadre non lisse
s’avérent efficaces pour résoudre (14), cependant ces problémes sont des problémes sans contraintes,
contrairement & (1). Il est possible d’inclure des contraintes de bornes dans la fonction non lisse h
par l'ajout de fonctions indicatrice par exemple [37], mais leur extension aux contraintes non linéaires
générales est nettement plus délicate.

2.5 Optimisation convexe composite avec contraintes

Nous introduisons dans cette partie la méthode Envelopt [18]. Cette méthode permet de résoudre
des problémes non lisses avec contraintes de la forme

min f@)+h(F(x)) telque [ <c(zr)<u, z€ (16)

o f : R" — Ret FF : R" — RP sont continfiment différentiables, h : R? — R U {+oo} est
propre, semi-continue inférieurement et convexe et ¢ : R — R"™ est continiiment différentiable avec
m < n. Pour ce faire, De Marchi et Orban [18] résolvent une suite de problémes lisses avec contraintes,
obtenue grace aux transformations suivantes :

1. Soit s = F(x), alors le probléme & résoudre devient

min f(z) +h(s), s=F(z), 1<clx)<u, z€0

T,s

2. Le Lagrangien augmenté associé a ce nouveau probleme est
1
L(z,s3y,p) = f(z) + h(s) + EIIF(&") — s+ pyl?

en ajoutant la constante (par rapport a z et s) &yl|?
3. Il s’agit alors de résoudre la suite de probleme

min L(z,s;y, 1) tel que £ < c¢(z) < wu.
x,s
4. Dans un premier temps, De Marchi et Orban [18] minimisent selon s :

min £(z, s:y.0) = f(x) + min h(s) + iunx) st P
= f(x) + hu(F(x) + py)

ou hy, est I'enveloppe de Moreau de h (voir [39, Définition 1.22]).

5. Il suffit alors de minimiser le probléme selon x, et ainsi résoudre le probléme (16) est équivalent
a résoudre le probléme (17)

mwin fl@)+h, (F(z)+py) telque [<c(z)<u, z€ (17)

Lorsque h est convexe, enveloppe de Moreau est continiment différentiable [39, Théoréme 2.26]. Le
probléme (17) est donc un probléme lisse avec contraintes pouvant étre résolu par de nombreux solveurs
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de la littérature comme IPOPT [43] ou TRON [28]. Bien quENVELOPT permette de résoudre direc-
tement le probléme (1), cette approche présente certaines limitations qui motivent le développement
de la méthode proposée dans ce rapport. En effet, ENVELOPT s’appuie sur un Lagrangien augmenté,
dont la convergence vers un point KKT dépend de la qualité de I'estimation des multiplicateurs de
Lagrange. Les méthodes SQP en revanche, possédent de bonnes propriétés de convergence locale. L’ap-
proche proposée vise donc a combiner les avantages des deux méthodes : la capacité d’ENVELOPT a
traiter des termes non lisses grace a l’enveloppe de Moreau, et 'efficacité de la méthode SQP.

3 Développement méthodologique

Notre objectif est de résoudre le probléme d’optimisation non lisse (1). Pour ce faire, nous allons
adapter la méthode SQP présentée dans [14]. Dans un premier temps, nous présentons une maniére
de résoudre le probléme tangent en utilisant ENVELOPT. Par la suite, nous détaillerons 'algorithme
permettant de résoudre le probléme (1).

3.1 Résolution de probléemes quadratiques non lisses

Cette partie se consacre a la résolution de problemes quadratiques de forme générale

1
min g's+ -s' Hs+1(s) tel que Js=0, (18)
sERn 2
ol ¢ : R™ — R U {400} est une fonction convexe non lisse représentant un modele de la fonction
h,g e R" H € R"™™ et J € R™*". Le probléme (18) est formulé de cette maniére dans le but de
résoudre des problémes plus généraux a ’aide de la méthode SQP.

Nous souhaitons appliquer ENVELOPT au probléme quadratique (18). Pour nous assurer d’avoir un
point réalisable a chaque itération (c’est-a-dire que les contraintes soient respectées & chaque itération),
nous nous placons dans espace tangent aux contraintes en zj [25, 33]. En particulier, en notant
Z € R (=) yne matrice dont les colonnes forment une base de ker(J), alors JZ = 0. Par conséquent,
tout élément s € R™ s’écrivant s = Zt appartient a ker(J) et vérifie donc Js = 0. Tout vecteur de
la forme Zt constitue ainsi un point réalisable du probléme (18). Nous procédons au changement de
variable s = Zt et le probléme (18) peut étre réécrit en :

mtingo(Zt) +Y(Zt), (19)

ot ¢(s) = g's+1s" Hs. Avec la méthode ENVELOPT, en utilisant (17), le probléme (19) est reformulé
en :
min (Zt) + (2t + py)- (20)

Par hypothése, ¢ est convexe, donc 'enveloppe de Moreau est lisse et son gradient est (voir [39,
Théoréme 2.26]) :

Vipu(a) = p (fc - prOX(ff)> :
ny
11 découle que le probleme (20) est lisse et peut étre résolu par divers solveurs. Entre autre, nous pouvons
citer TRON !, TRUNK 2, IPOPT [35]% et MADNLP (voir respectivement [28], [12], [43] et [40, 41])*.
Finalement, I’Algorithme 2 permet de résoudre le probleme quadratique (18). On note @(t) = ¢(Zt)
la fonction ¢ réduite a I’espace tangent.

. JuliaSmoothOptimizers/JSOSolvers.jl/src/tron.jl
. JuliaSmoothOptimizers/JSOSolvers.jl/src/trunk.jl
. JuliaSmoothOptimizers/NLPModelsIpopt.jl

. MadNLP/MadNLP.jl

=W N =


https://github.com/JuliaSmoothOptimizers/JSOSolvers.jl/blob/main/src/tron.jl
https://github.com/JuliaSmoothOptimizers/JSOSolvers.jl/blob/main/src/trunk.jl
https://github.com/JuliaSmoothOptimizers/NLPModelsIpopt.jl
https://github.com/MadNLP/MadNLP.jl
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Algorithme 2 Méthode Envelopt - Noyau pour résoudre (18).

1: Calcul de Z = base de ker(J)
2: Réduire a un sous-espace sans contrainte :

o) = @(zt),  F(t) = Zt

3: Résoudre le probléme (20) avec ENVELOPT avec un sous-solveur au choix (IPOPT, TRUNK, TRON, MADNLP)
4: Retour a l’espace d’origine :
Ty = Lty

5: Sortie : x,

3.2 Méthode SQP pour I'optimisation non lisse sous contraintes

3.2.1 Algorithme

Afin de résoudre la classe de problemes (1) ou h est un régulariseur convexe quelconque, nous
adaptons la méthode SQP présentée par Curtis et al. [14] en utilisant ENVELOPT comme présenté
dans la section 3.1 pour résoudre le probléme tangent (13). Détaillons les étapes de I’algorithme. Pour
résoudre le probléme (1), Curtis et al. [14] résolvent dans un premier temps un probléme normal
permettant d’améliorer la faisabilité. Le pas normal est défini en résolvant le probleme

. 1 2
min  my(v) = gl Jkv + ckll2 (21)

tel que ||v||2 < Kpgdk, xfp+vEQ

ou o = ||Vape(zr)|l2 = ||Proan(Ik)(—J,jck)||, Proan(xk)(—J,;rck) est la projection sur le cone tangent
de Q en zj, du vecteur —J,/ ¢, et @.(x) = 3|lc(z)|3. Le probléme (21) est une généralisation du
probleéme (11) [7] [33] pour lequel nous avons en plus des contraintes de bornes z € Q. Notons que le
pas normal doit également satisfaire une décroissance suffisante du modele déterminée par un pas de
Cauchy vg, de sorte que my(vy) < my(v§). Nous ne détaillerons pas le calcul du pas de Cauchy ici, mais
nous faisons remarquer que le pas de Cauchy est un pas facile a calculer qui induit une décroissance
suffisante du modele, utile dans la démonstration de convergence de I'algorithme. Apres avoir résolu
le probléme normal (21), dont nous notons v la solution, Curtis et al. [14] résolvent un pas tangent,
permettant d’améliorer la fonction objectif sans détériorer la faisabilité atteinte par vg. Le pas tangent

est défini en résolvant le probléme

1 1
min g} u+ —||u3 + V—v,;ru + h(xg + vg + )
u k

2vy, (22)

tel que Jyu=0, xp+vp+ué€.

Nous pouvons remarquer que, contrairement au probléme tangent (13), le probléme proposé par Cur-
tis et al. [14] ne fait pas intervenir de région de confiance mais repose plutot sur une régularisation
quadratique, comme décrit dans la section 2.4. Le probléme (22) n’utilise également pas l'information
du second ordre.

Nous notons uy la solution du probléme tangent (22), et créons ainsi le pas candidat s = vg + u.
Ce pas candidat est retenu s’il induit une réduction suffisante de la fonction de mérite (23)

¢ (@) = 7 (f(2) + h(z)) + [le(@) ]2 (23)

ou 7 est un parametre ajusté au cours des itérations de 'algorithme de sorte que le pas candidat soit
une direction de descente. Le pas si est accepté si la condition (24) est vérifiée :

.
bralant 50) = 6 0) < = (T w18 + el = lew + el ) (24)
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Algorithme 3 Méthode SQP pour résoudre (1).

1: Entrées : zo € Q, {vo,7—1, K+, kv } C R0, et {&,ns,0c,67,7,mm} C (0,1).
2: pour £ =0,1,2,... faire :

3: Calculer d.

4: si § = 0 alors

5: Poser vi < 0.

6: si ||ck]|2 # O alors

7 Sortie : xj (point stationnaire non réalisable).

8: fin si

9: sinon

10: Calculer v, solution approchée du probléeme (21) satisfaisant my (vi) < my(vf).
11: fin si

12: Calculer uj, comme 'unique solution du sous-probléme (22).

13: Poser si < v + ug.

14:  si ||sg||2/vk = 0 alors

15: Sortie : xj (point KKT du premier ordre du probléme (1)).
16: fin si

17:  Calculer 71, a laide de (E3).

18 si ¢ry (xp + 51) — Oy, (71) < —1a (47—7]1”51%“% +oc(llerllz = llex + Jkskng)) alors
19: Poser xj 41 < T + 5k et V1 < vk

20: sinon

21: Poser xp41 <+ x et vp41 <+ Eug.

22: fin si

23: fin pour

La mise a jour du parameétre 7 est motivée et détaillée en Annexe E. L’Algorithme 3 permet alors de
résoudre le probleme (1).
Remarque 2.

1. Le pas normal est calculé de maniére approchée. Il doit simplement vérifier la région de confiance,
appartenir a Q et induire une réduction au moins aussi bonne que celle induite par un pas de
Cauchy.

2. Le pas tangent est calculé de manieére exacte. Cela fera 1’objet d’une discussion dans la sec-
tion 3.2.2.

Remarque 3. Lorsque le pas tangent est calculé de maniére exacte, d’apres les conditions KKT du
premier ordre, il existe des multiplicateurs y; € R™ et 2z, € R™ ainsi qu'un sous gradient gp , €
Oh(zy, + v + uk) tel que

1 1
Gk + —u + —v + gnk — I Yu — 2k = 0. (25)
Vi Vg

Les multiplicateurs y; sont associés a la contrainte Jyu = 0 tandis que les multiplicateurs zj sont
associés aux contraintes de bornes xy + v + u € 2.

Afin de résoudre le probléme (22), nous utilisons la méthode présentée dans la section 3.1 pour les
problémes quadratiques de forme générale (18). Nous appliquons dans un premier temps la méthode
du noyau, donnant le nouveau probléeme

T 1 1 +
min g Zt + o I1Zt||5 + e vg Zt + h(z + v, + Zt) (26)

tel que xp +vp +u € Q.

Ensuite, nous résolvons (26) avec ENVELOPT pour F(t) = Zt. Cette approche permet de résoudre (1)
avec divers régulariseurs (pourvu qu’ils soient convexes). Nous verrons dans la section 4.3.2 que cela
permet de traiter des problémes qui ne sont pas traités dans larticle de Curtis et al. [14].

3.2.2 Relaxation de la résolution du probléeme tangent

Ce développement théorique a fait l’objet d’une collaboration internationale avec Alberto De Mar-
chi. Cette collaboration s’est notamment concrétisée par des réunions réguliéres en anglais, permettant
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de discuter de l’'avancement des travaux, ainsi que par la rédaction d’un rapport intermédiaire destiné
a lui présenter l’état d’avancement de mes recherches. Les échanges avec Alberto De Marchi ont par
ailleurs contribué a orienter la réflexion et a enrichir l’approche théorique développée.

Comme nous ’avons observé dans la Remarque 2, Curtis et al. [14] résolvent le probléme (22) de
maniere exacte. Or, cette résolution peut s’avérer cotiteuse pour le solveur, alors méme qu’il n’est pas
nécessaire de calculer une solution exacte a chaque itération. En effet, dans les premieres itérations, il
est souvent préférable de déterminer rapidement une direction de descente satisfaisante en résolvant le
sous-probléme de maniére approchée, puis d’en améliorer progressivement la précision a mesure que les
itérés se rapprochent d’un minimum local. Nous nous intéressons dans cette partie a la résolution du
probléme (22) de maniére inexacte. En particulier, nous allons démontrer que sous certaines hypotheses,
les résultats de convergence et de complexité restent inchangés. Nous simplifions le probléme en enlevant
les contraintes de bornes du probléme initial (1), ce qui revient a résoudre le probléme

;2%3 f(z) +h(x) tel que c(x)=0. (27)
L’ajout de bornes a ’analyse présentée ici pourra faire I’objet de travaux futurs. Pour adapter notre
analyse, nous prendrons comme article de référence celui de Dai et al. [15], paru avant celui de Cur-
tis et al. [14] et traitant du probléme (1) sans les contraintes de bornes. Les deux articles utilisent la
méthode SQP et l'algorithme est trés sensiblement le méme. L’objectif est de reprendre les résultats
de Dai et al. [15] en les adaptant au cas ou la résolution du probléme tangent (22) n’est pas exacte. Les
résultats issus de I'article et utilisés sans modification dans cette section sont présentés en Annexe F.

Hypotheéses.

Commengons par rappeler les hypothéses nécessaires a I’analyse de convergence de [15].

Hypothése 1. Soit X C R™ un ensemble ouvert et convexe contenant les itérés (zy)r C R™ ainsi que
les pas d’essai (x + sk)r C R™ générés par ’Algorithme 3. La fonction f : R™ — R est continfiment
différentiable et minorée sur X, et sa fonction gradient Vf : R™ — R" est Lipschitz-continue et
bornée sur X'. De méme, la fonction ¢ : R® — R™ est contintiment différentiable et bornée sur X', et
sa jacobienne Ve(x)T est Lipschitz-continue et bornée sur X. Enfin, la fonction h : R — Rxq est
convexe, et son sous-différentiel Oh : R™ — R"™ est borné sur X.

Sous I’hypothese 1, il existe des constantes
(finfs KV £5 Kohs Kes Kves Lg, L) € R X Ry X Rug X Rug X Ry X Rug X Ry

telles que, pour tout z € X', on ait

f@) = fine, (V@2 < mvp, [|OR(2)]]2 < Kon, (28)
le@)ll2 < ker  [Ve(@) 2 < Bve,
et, pour tout (x,z) € X X X, on ait
Vi(x) =V < Ly|lx—Z||o,
[Vf(z) = V@)l < Ly 2 (29)

IVe(@)" = Ve(@) Iz < Lylle — 2.

Hypothése 2. Les plus petites valeurs singuliéres de la suite {Ji } sont uniformément bornées inférieurement
par une constante strictement positive. Autrement dit, il existe o, > 0 tel que, pour tout k£ € N|

Umin(Jk> 2 Omin-

Nous supposons ensuite deux hypotheses supplémentaires aux hypotheses 1 et 2.
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Décroissance simple. Soit
1
ar(u) = g) u + 2—||uH§ + h(zk + v + u).
Vk
Nous supposons alors que la solution uy de (22) respecte
ar(ur) < qr(0) = h(xg + vi). (30)

Décroissance suffisante. La solution du probleme (22) n’étant plus exacte, nous introduisons un
résidu dans les conditions KKT. En particulier en vertu de (25), en prenant en compte le fait
qu’il 0’y ait plus de contraintes de bornes et que v, u = 0 car vy, € Im(J,[) (voir [15, Eq. (2.2a)]),
alors ’équation de stationnarité devient

uy,
gk + PR + gnk — I Yk =T (31)

Nous supposons alors que la solution uy de (22) respecte une décroissance suffisante telle que

1
el < srllge + gn = T will, s € (0,5 (32)
Ce type de contrdle de résidu a déja été appliqué aux méthodes SQP [8]. Nous pouvons également
controéler le résidu du sous-probléme tangent en imposant que ce dernier doit rester une fraction
contrdlée du terme de régularisation associé [27] au pas de sorte que

[

el < kr (33)

Contribution 1. Nous introduisons deux nouvelles hypothéses portant sur la décroissance du modele
quadratique. Inspirées de la littérature, ces hypotheses permettent de contréler le résidu tout en
préservant les propriétés de convergence de 'algorithme, comme nous le démontrerons dans la suite de
cette section.

Preuves

Nous nous intéressons a la démonstration de résultats de convergence et de complexité en considérant
que l'algorithme ne termine pas en un nombre d’itérations fini. Nous commencons par introduire quatre
résultats préliminaires. Le premier permet d’établir une inégalité de norme entre les conditions KKT
et le résidu.

Lemme 1. Pour a,b € R, alors
(a —b)* = (1/2a* — b?)
=1/2a* — 2ab + 2V*
= (1/v2a —V2b)% >0

ce qui donne
(a—b)*>1/2a* - V*. (34)

Nous appliquons (34) & (31) pour obtenir

> 2 llgk + gnk = S yl3 = el

Le deuxiéme établit un résultat de continuité pour les sous-différentiels.

Lemme 2. ([38, Théoreme 24.4]) Soit h : R™ — R une fonction propre, semi-continue inférieurement
et convexe. Pour (yx)r — y et (zr)r — x tels que yx € Oh(xy), alors y € Oh(x).
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Démonstration. Sachant que h est convexe, nous savons pour tout z € R™,
h(z) > (k) + gy (2 — x1)
Par semi-continuité inférieure de h et par continuité du produit scalaire, nous obtenons
h(z) < liminf h(zy) < h(z) -y} (z — x)
le fait que h est propre assure que h(z) > —oo. Il vient, d’apres
h(z) > h(z) +y' (2 — )

que y € Oh(x). O

Le Théoréme suivant fait un lien entre le noyau et ’espace des lignes d’une matrice M.

Théoréme 3. ([42, Théoréme 3C]) Soit J € R™*". Le noyau ker(M) et I'image de M T sont des
sous-espaces orthogonaux supplémentaires de R, c’est-a-dire

ker(M) = Im(M ")*.

Enfin, le dernier Lemme donne des relations concernant les projections orthogonales sur ’espace
des lignes d’une matrice.

Contribution 2. Ce lemme établit des relations entre les projections orthogonales sur I’espace des lignes
d’une matrice et son noyau, et sera utilisé de maniere centrale dans la vérification des hypotheses de la
Remarque 5. En particulier, il permet de relier la condition d’arrét d’Envelopt, exprimée dans I’espace
réduit via Z ];r , au résidu r, rendant ainsi possible le controle de la décroissance suffisante (33) & partir
des quantités effectivement calculées par le solveur.

Lemme 4. Soit Z une base orthonormale de J € R™*" une matrice de rang plein. Alors I — ZZ T et
JT(JJT)~1J sont des projections orthogonales sur Im(J "), et Vo € R", ([~ ZZ )z = J T (JJT) 1 Jx.

Démonstration. Soit Z une base orthonormale de J € R™*™ une matrice de rang plein.

1. Soit # € R™, alors ZZ "z = Zy € ker(J) car c’est une combinaisons linéaire de vecteurs d'une
base du noyau de .J. Puis pour = € ker(.J), il existe a tel que z = Za desorte que ZZ 'z = Za = x.
Enfin, pour z € R*, (ZZ"2) (v — ZZ"2) = 2" ZZ 0 — 2" ZZ"ZZ "2 = 0. Par conséquent,
ZZ7 est la projection orthogonale sur ker(J) et d’aprés le Théoréme 3, I — ZZ T est la projection
orthogonale sur ker(.JJ)* =Im(J").

2. De méme, pour x € R*, JT(JJ )z e Im(J ), JT(JJ )" LI (JIT) Yz =TT (JT ") Lz
et (JT(JJT)_lJ)T (I — JT(JJT)_lJ) r=2"J(JIJ) Wz — 2" T (JI) LTI (JIT) e
= 0. Ainsi, JT(JJT)71J est la projection orthogonale sur Im(.J ).

3. Par unicité de la projection orthogonale et I’hypotheése que J soit de rang plein,

(I-2ZNae=J"(JJ") 1. O

Dans la suite, nous noterons ¢ la fonction de mérite shiftée telle que

b-(x) = 7(f(2) = frain + h(@)) + [le(@)]]

et qr(s,7) un modele de la fonction de mérite tel que

1
Qr(s,7) =T (fk +ons+ m“Sllg + h(wk + 8)) + [lex + Jxs]|2-

Nous sommes a présent en mesure de démontrer que nous pouvons conserver les résultats de conver-
gence et de complexité de Dai et al. [15] en résolvant de maniére inexacte (22). Le lemme suivant donne
une borne sur le dénominateur du parametre de la fonction de mérite 7 (voir Annexe E).
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Contribution 3. La démonstration est adaptée de celle du Lemme 3.7 de Dai et al. [15] afin de tenir
compte de la résolution inexacte du probleme tangent ainsi que des hypotheéses de décroissance simple
et suffisante. La modification concerne principalement les trois premieres inégalités.

Lemme 5. ([15, Lemme 3.7]) Pour tout k& € N, il s’ensuit que

skll? o lI2
g Sk + ”;”2 + h(zk + si) — h(zk) < (kv + kon) ||lvkll2 + v 2
Vg 2vy,
Démonstration. Soit k£ € N, alors
T sk I3
9 Sk + W + h(l‘k + Sk) — h(aﬁk)
, T Juel® | vell®
— h _h Nuk]l™
(1) = gp sk + h(xp + sk) — hzk) + 20 20
2 2
P T lugll® | llvell
(1) < (gr +gnk) sk + 20 20,
v 2 U 2
(i) < (ry + ron)loella + L2 4 (g, 1 gy ) Ty 122]
21/]~C 2Uk
2 2
(i0) = (o + mon)luella + BEL2 4y - Tl
(A Juel®  [lug]?
< . —
(v) < (kvys + Kon)llvellz + o, T 2
2
. v,
(i) < (s + rom) gl + L2
2Vk

ot (i) vient de la relation v} uy = 0 (voir [15, Eq. (2.2a)]), (i7) utilise I'inégalité de convexité h(xy) >
h(zy + sk) + (gnr) " (—=sk), ghi € Oh(zy + si), (iii) découle de Cauchy-Schwarz et de I’hypothese 1,
(iv) s’obtient en multipliant (31) par u}, (v) provient de la décroissance suffisante (33) et (vi) d’apres

Phypothese &, € (0, 3]. O

Avant d’énoncer le théoréme donnant un résultat de complexité pour I’Algorithme 3, nous discutons
de la métrique de stationnarité utilisée pour cet algorithme. Dai et al. [15] utilisent

Xi = max{||gk + Gni — Iy Yrll2, [lcxll2} (35)

comme mesure de stationnarité pour le probleme (1), ot gnr € Oh(zr + v + ug). Cependant, nous
n’avons numériquement pas acceés & un tel sous gradient. Notons que dans le cadre des articles [14]
et [15], les auteurs se restreignent & h = ||-||;. Par conséquent, apres la transformation décrite dans
I’Annexe B, le probleme devient lisse. Cela permet de trouver facilement un sous gradient : celui-ci est
unique et coincide avec le gradient.

Nous nous appuyous sur les informations fournies par ENVELOPT, le solveur utilisé pour résoudre (22).
L’algorithme, en résolvant une série de sous-problémes (17), détermine uy et wy tels que :

J;cuk = 0,
wy, = prox,,, ; (ug + prJr)
Gk = Jr, + M2 € Oh(zg + v + wi) °, (36)

||Uk - wk” < €Env, k>

HZ;I (Qk + iuk + gnk )| < €Bno,

ou §i sont les multiplicateurs associés aux sous-problemes résolus par ENVELOPT. Si nous permettons
a ENVELOPT de ne pas résoudre de maniere exacte le probléeme tangent, alors nous avons un résidu

5. proxy,(z) = arg miny {5 ||z — y[13 + h(y)} = 0 € dh(prox,,(z)) —  + prox, (z).
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pour ce sous-probleme tel que

U — Wk = Pk,
g + iuk + gngk — Ji y = 1k

Lorsque nous multiplions la seconde équation par Z,j et en rappelant que Z,;'— est calculé de sorte
que JiZ; = 0, nous obtenons la condition de stationnarité (36). Il convient de noter ici que gp x €
Oh(xy + vi + wg) auquel nous avons acces grace & ENVELOPT. Nous introduisons alors notre nouvelle
mesure de stationnarité

Xt = max{|lgr + gnx — Jy yxllz, llexll2}, (37)

ol gk € Oh(xy, + vk +wy). La motivation de ce changement est qu’ ENVELOPT nous donne acces & un
sous gradient de Oh(zy+vr+wy) et non de Oh(x,+vi+uy). Cette nouvelle mesure est donc construite a
partir d’un sous-gradient effectivement disponible lors de la résolution numérique du probléme tangent.

Remarque 4. Si ’on souhaite obtenir un point stationnaire, il faut imposer que le résidu tende vers 0.
Pour ce faire, nous imposons €gyy 1 — 0.

Nous démontrons a présent que la résolution du probléme tangent de maniére inexacte conserve le
résultat de complexité énoncé dans [15].

Contribution 4. La démonstration est adaptée de celle du Théoréme 3.15 de Dai et al. [15] afin de
tenir compte de la résolution inexacte du probléme tangent par I'introduction d’un résidu. Ce résidu
est ensuite controlé grace a I’hypothese de décroissance suffisante, ce qui permet d’obtenir un résultat
similaire & celui du Théoréme 3.15 de Dai et al. [15].

Théoréme 6. ([15, Théoréme 3.15]) Supposons que les hypothéses 1 et 2 soient vérifiées, et soit € € Ry

donné. Si {k1,k2} C N sont deux itérations telles que k1 < kg, et que k € S et xi > € pour toutes les
itérations k1 < k < ko, alors

To(J(®o) — fint +7(%0)) + [|c(z
bk < { o(f(z0) — ( 0)) + lle( 0)||2J7 (38)
(1, OcOmin  TcOminfivVmin
K@ = njmin 5 — R TminVmin, ) .
e = 2 2ho(1+ K2, 2

De plus, le nombre maximal d’itérations avant que xx < € pour une certaine itération k € N est donné
par

max ¢ 0,

log <1/0(TnnnLg--lu)) 1 \‘To (f(x0) = fint + r(z0)) + ||C(xo)||2J . (39)

log(¢) K€

Démonstration. Soient {k1,k2} C N tels que définis dans 1’énoncé de ce théoréme. Alors, en vertu
du Lemme 11, des parties (i)—(ii) du Lemme 14, de la ligne 18 de ’Algorithme 3, du Lemme 9, du
Lemme 12 et du Lemme 13, les inégalités suivantes sont vérifiées pour tout k1 < k < ko :

éTk (xk) - (gﬁpd(xk-i-l) > (ETJC (xk) - (ETk(xk"l‘l)
= ¢r, (Tk) — Or (Tht1)
> nAQ(Sks Tk)

Tk
> sl + noe (el = llow + Jioell)

5512

2
1
> 1) TininVimin ( ) +n0e(llerllz = llew + Jrvrll2)-
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En combinant cette inégalité avec sp = v + uy et vauk = 0 pour tout k£ € N, le Lemme 10, le
Lemme 13, le Lemme 1, la condition de décroissance suffisante (32), le fait que la suite (vx)g est
monotone décroissante et ’hypothese 2, on obtient, pour tout k1 < k < ko,

15 I 2
T k ¢7— 1 T Uk||2
k (:I; ) k+ (xk + ) —>7772 min”min ( || || )

Vi

1 T 2 1
+ nUCTKCHJk Ck||2 min {%7:‘{@Vmin}

1
v (1 + anx = Tl = Il

mi

Omin 2 . 1
+ noe. %, [ cx||5 min Tﬁgvcvﬁvymin

1
277 (2 - K?) 7_rnianiank +gh,k - J}I@/k”%

Ur2nin 2 . 1
+ HUCQ—HCHC;CHQ min TH%C’ Ky Vmin

2
ZKJ@ka

ou kg est défini dans I’énoncé du théoreme. Nous pouvons remarquer que comme K, < %, la quantité
(3 - 1i7) est bien positive. En utilisant cette inégalité, la partie (iii) du Lemme 14 et la non-négativité
de ¢, pour tout 7 € Ry, on obtient

QETO (.’Eo) > ¢Tk1 (xkl)

> (ngl (zkl) - Q;TkQ ('rk2)
ko—1 B B

> Z (¢7k (‘rk) - ¢Tk+1 (xk-i-l))
k=k;
ko—1

> Z I%X%

k=k1

Cette inégalité peut étre combinée avec le fait que xx > € pour toutes les itérations k1 < k < ko afin
d’obtenir )
Gro(T0) > (ko — k1)Kae?,

d’ott découle (38). Enfin, le dernier résultat du théoréme, & savoir la borne supérieure sur le nombre
maximal d’itérations avant que y; < €, découle du résultat précédent et du fait que le nombre maximal
d’itérations infructueuses est borné comme indiqué dans le Lemme 13. O

La preuve du Théoréme 6 peut étre ajustée en utilisant la décroissance suffisante (33) en changeant
(% — /{ﬁ) TeminVmin Par mnnml/min. En effet en notant Ry = gr + gh.x — J,;'—yk, alors Ry =1 — ’Ij—:,

ce qui implique que

U
IRellz < flrells + 1lz

[[ukll2
Vg

L Y
Vg T (14 k)2 >

En pratique nous vérifions que la décroissance suffisante (32) ou (33) est respectée. Le résultat suivant
permet de borner les multiplicateurs de Lagrange.

< (1+’€r>
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Contribution 5. La démonstration est adaptée de celle du Lemme 3.16 de Dai et al. [15]. Notre nouvelle
hypothese de décroissance simple permet d’obtenir une borne sur la norme de uy et nous tenons compte
de la résolution inexacte du probleme tangent par l'introduction d’un résidu dans l’expression des
multiplicateurs.

Lemme 7. ([15, Lemme 3.16]) La suite des estimateurs des multiplicateurs de Lagrange (yx)x est
bornée.

Démonstration. A partir de la décroissance simple (30), 'inégalité de convexité, I'inégalité de Cauchy-
Schwarz et I'inégalité triangulaire nous savons que

1

7k||uk||§ < —gp up + h(xg + ) — h(zy + vg + up)
—(gr + gh,k)T
lgx + gn.kll2llull2

< (lgell2 + llgn.kll2) =,

Uk

AN VAN VAN

qui, combiné a ’hypotheése 1, montre que
1
—lugll2 < Ky + Kon- (40)
Vi

De plus, d’apres la décroissance suffisante (32) et (40) nous avons

U
lrelle < ke (||7"k||2+ | ||2>
Vi

< Kellrk|| + kr(Kv s + Kon),

ce qui donne

Irellz < 7——(wvs + Kon)- (41)
11 découle de (31) et 'hypothése 2 que
T 1 Ty-1 1
Jx Yk :gk+7kuk+gh,k -1y = oy = (I )k ngFEUk + 9k — Tk |- (42)

En combinant (42), 'hypotheése 2, 'inégalité triangulaire, et les relations (41) et (40), il vient que
1

IN

+

2 min

1y |2 752

1
gk + —Ug + ghk
Omin Vi
1 1 1
< kv s+ Kon + —|lukll2 | +
Vi Omi

Omin min

[P

2 K:r(livf + Kan)
Omin (HJVf + Kah) + Jmin(]. — K/T’)

) (kvy + Kan)-

IN

Ky

1— kK,

N

1
— lells < (2+

Omin

Comme ce résultat est valable pour tout k € N, cela termine la preuve. O

A Tlinstar du Théoréme 6, la preuve du Lemme 7 peut étre ajustée en utilisant la décroissance
suffisante (33) en changeant —— <2 + B ) (kv +kon) par ——(2+ K, ) (kv s +kon). En effet, || <

1=Ky Omin

kL2l < k(oo + on), done 7L (s + on + 2 lunll2) + 52

Vi Omin Omin

Tk||2< 1 (2—|—KT)(/£Vf—|-H3h).

Omin

Nous pouvons a présent montrer que les points d’adhérence de la suite de points générée par
I’Algorithme 3 sont des points vérifiant la condition KKT du premier ordre.
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Théoréeme 8. ([15, Théoréme 3.17]) Supposons que les hypotheéses 1 et 2 soient vérifiées. Tout point
d’adhérence x, de la suite (x)x qui est aussi limite d’une sous-suite (xg)xex, telle que xx — 0 est un
point KKT du premier ordre du probléeme (27).

Démonstration. Soit x, un point d’adhérence de (z)x. Le Théoréme 6 permet de conclure qu’il existe
un sous ensemble K; telle que

= li = li —J7 . 4
0= lim x; = lim max {[|gx + gn.x — Jy vell2, llerll2} (43)

Nous savons également que x, est toujours un point d’adhérence pour la suite (xg)gex,, ¢’est-a-dire
qu’il existe un sous ensemble Ky C Ky tel que (xg)gex, — T« Le Lemme 7 permet également d’affirmer
qu’il existe un vecteur y, € R™ et une sous-suite g C K2 tels que (yx)rexs — Yx. Par continuité de J
et c, il vient (c(x1))rexs — 0 = c(zy), ce qui implique (J(xx) " c(zr))rex, — J(24) Te(z,) = 0. En
vertu de (21) et du Lemme 13, nous obtenons alors (vg)keic, — 0.

De plus, Ry = gk—l—gh’k—J,:yk S gnk = J,;ryk—l—Rk—gk. D’apres (43) et ce qui précede, limg, gn i, =
limy, (J,;'—yk + Ry — gr) = J T (2,)ys — g(z4). Autrement dit, il existe g5, tel que limy, gn & = g «-

Enfin, en combinant la Remarque 4 et le systéme d’équations (36), nous obtenons ||uy — wg| — 0.
D’apreés le [14, Lemme 5.23], limges ||sk]| = 0 ot S est 'ensemble des indices des pas acceptés. Ainsi,
skl = |lvkl|? + ||ukl|?> — 0 et étant donné que vy — 0, nous avons uy, — 0. Comme |lug, — wy| — 0, il
vient que wy — 0. Finalement xy, + vy + wy — @4, ce qui, puisque g x € Oh(x + vk + wg), implique
gh« € Oh(z,) en vertu du Lemme 2. Enfin, il découle de g(z,) + gn.» — J(24) Tyx = 0 et de c(x,) =0
que x, est un point KKT du premier ordre du probléme (27). O

Contribution 6. La démonstration est adaptée de celle du Théoréme 3.17 de Dai et al. [15] afin de
tenir compte du fait que gy, € Oh(zk + vi + wi), et non gy, € Oh(xk + vi + ug). De plus, la preuve
originale du Théoréme 8, considere directement une sous-suite sur laquelle le critére xj converge vers
zéro, tout en conservant la convergence vers le point d’adhérence x,. Dans notre cadre, afin de rendre
explicite ce passage, nous supposons que z, demeure un point d’adhérence de la sous-suite {x }rex,
fournie par le Théoréme 6, pour laquelle x; — 0. En effet, le Théoreme 6 garantit ’existence d’une
sous-suite d’indices K; telle que xr — 0, tandis que le fait que z, soit un point d’adhérence de la suite
x) garantit a priori 'existence d’une sous-suite convergeant vers z,. Ces deux sous-suites ne coincident
pas nécessairement et leur intersection n’est pas nécessairement non vide. L’hypothése supplémentaire
permet donc de s’assurer qu’il existe une sous-suite Ko C K telle que

T — Ty et xXx — 0,
kEK, kels

ce qui est nécessaire pour poursuivre la preuve de la stationnarité de x,.

Contribution 7. L’hypothese 1 suppose que pour le h choisit, il existe une constante kg, tel que
vV € R", Hah(a:)\l < Kon- (44)

Cette hypothése est tres restrictive car elle écarte notamment les fonctions indicatrices. En effet, en

notant
0, x €

la(z) = { +o00, x ¢

alors la sous-différentielle est le cone normal tel que 01q(z) = Nq(z). Si z € 09, alors le cone normal
peut étre non borné. Dans les démonstrations du Lemme 5 et du Lemme 7, nous utilisons uniquement
des sous-gradients g € Oh(x + si), dont le choix est laissé libre. Nous pouvons ainsi, & chaque
itération, choisir un sous-gradient de norme minimale. Cela permet de relacher ’hypotheése (44) en
supposant plutot que

supmin {gnx] | 9.1 € OR(ar + 1)} < o
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Sous couvert d’'une décroissance simple et d’une décroissance suffisante, nous avons donc démontré
que la résolution inexacte de (22) n’affecte pas le Lemme 5 qui donne des informations importantes sur
le comportement du parametre de mérite (voir Annexe E). Par exemple, lorsque v, = 0 (ce qui signifie
que P'on a atteint la faisabilité si ¢ = 0), alors (E2) donne 7y tria1 = 00 en vertu du Lemme 5. Ce
lemme est trés utilisé dans d’autres démonstrations de 'article [15] et il était donc crucial de maintenir
ce résultat. Fort de ce résultat, nous sommes alors capables de conserver le résultat de complexité
établi au Théoréme 6 en ajustant la mesure de stationnarité (voir (37)). Ce théoréme, couplé a la
bornitude des multiplicateurs de Lagrange obtenue grace au Lemme 7 permet de maintenir le résultat
de convergence de I’Algorithme (3) & l’aide du Théoréme 8. Enfin, nous avons été capables d’améliorer
I’hypothese de borne sur le sous-différentiel de h.

Remarque 5. Le changement de métrique de stationnarité a été motivé par 'utilisation du solveur
ENVELOPT. Cependant de maniére plus générale, tout solveur résolvant (22) de sorte que les contraintes
Jru = 0 soient satisfaites de maniére exacte, et fournissant les quantités (ry, gn x, wi) telles que

Irill < sl 0w il < rpllgr + gn — T il
Jhk € 6h(xk + v + wk),

lug — wi|| < €k, ex — 0.

satisfait les conditions requises dans les preuves précédentes. Ainsi, les résultats établis restent valables
et un tel solveur peut également étre utilisé.

4 Etude numérique

4.1 Développements logiciels et contributions open source

La mise en ceuvre des méthodes présentées dans ce rapport s’est appuyée sur plusieurs packages
Julia [4] développés au sein de Porganisation open source JuliaSmoothOptimizers. Dans le cadre de
ce stage, j’ai contribué a ces packages par l'intermédiaire de plusieurs pull requests, notamment pour
I’ajout de fonctionnalités et I'amélioration de certaines implémentations. J’ai également ouvert des
issues afin de signaler et de corriger certains comportements inattendus ou problémes rencontrés lors
de leur utilisation.

En complément de ces contributions, j’ai développé un solveur dédié a la résolution du probléme (1)
(=~ 2400 lignes de code). Celui-ci s’appuie sur les fonctionnalités fournies par les différents packages de
l’organisation et implémente la méthode présentée dans la section 3. Cette approche permet notamment
de réutiliser le code et les interfaces déja existantes, tout en développant les composantes spécifiques
nécessaires a la méthode proposée. Les expériences numériques présentées dans les sections suivantes
s’appuient sur ces développements.

4.2 Résolution de problemes quadratiques non lisses
4.2.1 Détails d’'implémentation

Création du probléme quadratique. Afin de construire un probléme quadratique de la forme (18),
nous sélectionnons tout d’abord un probléme comportant des contraintes d’égalité dans le package
OptimizationProblems [30]6, issu de la bibliothdque JuliaSmoothOptimizers (JSO). A partir d’'un
point initial 2, nous construisons ensuite le modele quadratique du second ordre de la fonction objectif
a I'aide du package QuadraticModels [26] (également issu de JSO) 7, ce qui conduit au probléme

1
o(s) =Vfx) s+ isTHs, sous les contraintes d’égalité Js =0, (45)

6. JuliaSmoothOptimizers/OptimizationProblems.jl
7. JuliaSmoothOptimizers/QuadraticModels.jl


https://github.com/JuliaSmoothOptimizers/OptimizationProblems.jl
https://github.com/JuliaSmoothOptimizers/QuadraticModels.jl
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ou J € R™*™ désigne la jacobienne des contraintes d’égalité. Nous choisissons ensuite une fonction
convexe non lisse ¢ provenant du package ProximalOperators , ce qui permet d’obtenir le probléme
d’optimisation non lisse

min ¢(s) + 1(s) sous la contrainte Js = 0. (46)

Certains problemes quadratiques construits de cette maniére peuvent étre non bornés. Lorsque c’est
le cas, nous nous autorisons a modifier le probleme en remplagant la hessienne H par H + ol, ou o
est un parametre déterminé automatiquement. La procédure adoptée est la suivante :

Choisir un facteur 7, > 1, une valeur maximale o, > 0 ainsi qu'une valeur initiale o > 0.
Résoudre le probleme (46) avec ENVELOPT en utilisant IPOPT comme solveur interne.

Si IPOPT détecte que le probleme est non borné, remplacer H par H + ol.

Mettre a jour o selon o < 7,0.

Résoudre le nouveau probleme avec ENVELOPT et IPOPT.

AR o

Si le probléeme est toujours non borné, répéter la procédure ; sinon, conserver la valeur finale de
o et arréter.

7. Interrompre également la procédure lorsque o > oppax.

En pratique, nous choisissons
Omax = 104, 7, = 10, oo =1073.

Si, a I’issue de cette procédure, le probléme demeure non borné, il est écarté des expériences numériques.
Dans le cas contraire, la valeur finale de o est utilisée pour construire le nouveau probleme non lisse

1
min Vf(z) s+ isT(H +ol)s, sous la contrainte Js=0.

Afin de comparer équitablement les différents solveurs (ENVELOPT et la méthode du Lagrangien aug-
menté), il est important d’utiliser la méme valeur de o pour I’ensemble des expériences numériques.

Calcul d’une base du noyau. ENVELOPT nécessite une base Z du noyau de la matrice J. Pour la
construire, nous utilisons le Théoréme 3. En calculant la décomposition QR de J' et en notant r
le rang de J T, il est possible d’extraire une base de Im(J ). En effet, les r premiéres colonnes
de @Q engendrent Im(J "), tandis que les n — r dernieres colonnes engendrent son orthogonal?. La
décomposition QR est réalisée au moyen du module QRMumps [6] 1, permettant de traiter efficacement
les matrices creuses.

Contraintes d’égalité de la forme Ax = b. Nous avons jusqu’a présent considéré le cas ou les
contraintes d’égalité s’écrivent sous la forme Ax = 0. Cependant, certains problémes issus de
OptimizationProblems conduisent, apres la construction du modele quadratique avec
QuadraticModels, a des contraintes de la forme Ax = b. Pour traiter ce cas dans ENVELOPT,
nous décomposons la variable sous la forme z = x5 + z,, ol x, est une solution particuliere de
I’équation Az = b, tandis que x;, appartient au noyau de A, c’est-a-dire Az = 0. On obtient alors
Az = A(zp + xp) = Az, = b, ce qui garantit que x satisfait les contraintes d’égalité. Il suffit alors de
remplacer 'application F'(t) = Zt par F(t) = Zt+ x,, ce qui ne constitue qu'une modification mineure
de I'algorithme. Enfin, la solution optimale est désormais donnée par x* = Zt* 4 x,.

4.2.2 Résultats numériques

Nous résolvons les problemes quadratiques créés avec le processus détaillé dans la partie 4.2.1 en
comparant deux méthodes, 'une étant ENVELOPT détaillé en partie 3.1 et 'autre étant un Lagrangien

8. JuliaFirstOrder/ProximalOperators.jl
9. La matrice R est construite de telle sorte que les premiéres valeurs diagonales sont non nulles, puis nulles.
10. JuliaSmoothOptimizers/QRMumps.jl


https://github.com/JuliaFirstOrder/ProximalOperators.jl
https://github.com/JuliaSmoothOptimizers/QRMumps.jl
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augmenté adapté au probleme non lisse. Cette méthode repose sur le fait d’ajouter le terme non lisse h
au Lagrangien augmenté du probléme, puis de résoudre les sous-probléemes avec un solveur traitant les
problémes non lisses. Cette méthode est détaillée dans la partie D. Nous sélectionnons des probléemes
avec divers nombres de variables et de contraintes. L’idée étant, a terme, de résoudre des problemes
avec d’autres régulariseurs que ||-||; contrairement & [14], nous présentons ici des résultats numériques
préliminaires obtenus avec différents régulariseurs. Nous commencons par un probleme simple, avec
¥(x) = AM|z||1 et A = 1.5. Le probléme hs27 comporte trois variables et une contrainte. Le point initial
pour créer le probleme quadratique est celui proposé par défaut dans OptimizationProblems. Les
résultats sont répertoriés dans le tableau 1.

Tableau 1 — Résultats numériques pour un probléme quadratique obtenu avec hs27 et ¢(z) = A||z]|1.

Méthode obj iter subiter cviol time (s) status primal_feas dual_feas
Env-Tron  4.32 8 194 1.78e-15 8.82e-5 first_order 0.0 4.91e-6
Env-Trunk  4.32 4 257  1.78e-15 1.37e-3 first_order 0.0 6.26e-8
Env-IPOPT  4.32 4 14  8.88e-16 4.15e-3 first_order 0.0 6.69e-6
Env-MadNLP  4.32 4 16  8.88e-16 2.11e-3 first_order 0.0 1.47e-8
Lagrangien-R2  3.86 8 97  7.67e-10 3.67e-5 first_order 7.67e-10 8.11e-6
Lagrangien-R2N  3.86 8 4 4.74e-9 7.78e-5 first_order 4.74e-9 8.99e-6

Dans ce tableau, la colonne “Méthode” renseigne la méthode ainsi que le sous-solveur utilisé. Par
exemple, Env-Tron signifie que 'on a utilisé la méthode 3.1 avec le sous-solveur TRON et Lagrangien-
R2 signifie que I'on a utilisé la méthode D avec le sous-solveur R2. La colonne “obj” correspond a la
valeur de la fonction objectif apres que 'algorithme ait terminé. Nous ferons remarquer que “terminer”
ne signifie pas converger car 'algorithme peut s’arréter lorsqu’un nombre d’itérations ou une durée
maximale est atteint ou pour d’autres critéres selon les algorithmes utilisés. Les colonnes “iter” et “su-
biter” représentent respectivement le nombre d’itérations de I'algorithme et le nombre d’itérations du
sous-solveur. La quantité “cviol” est la violation des contraintes ||c(z*)||. Nous répertorions également
le temps en seconde qu’a mis l'algorithme a converger, représenté par la quantité “time”. La colonne
“status” représente le statut d’arrét de ’algorithme. Le status first_order signifie notamment que le
point atteint est un point vérifiant les conditions KKT du premier ordre (4). En complément du sta-
tus nous récupérons également la faisabilité primale et duale, voir respectivement les équations (4b)

t (4a). Nous pouvons remarquer que sur ce type de probléme jouet avec trés peu de variables, la
méthode du Lagrangien augmenté prend moins de temps. Cependant, nous pouvons constater 'effet
du changement de variable s = Zt dans la méthode avec ENVELOPT. En effet, la contrainte est tou-
jours résolue de maniére exacte (on rappelle que Z est construit de sorte que JZ = 0, ce qui implique
Js = JZt = 0), ce qui se caractérise par des violations de contraintes nulles (ici on atteint 10716, qui
est lerreur machine). Ainsi, chaque itération de 'algorithme fournit un point réalisable. Au contraire,
la violation des contraintes est plus élevée pour le Lagrangien augmenté car la faisabilité est atteinte
au cours des itérations de l'algorithme.

Nous nous intéressons a présent a un probléme plus compliqué en utilisant toujours le régulariseur
¥(x) = A||z||1. Le probléme clnlbeam comporte 99 variables et 64 contraintes. Le point initial pour
créer le probléme quadratique est 29 = (1,...,1). Les résultats sont répertoriés dans le tableau 2.

Tableau 2 — Résultats numériques pour un probléme quadratique obtenu avec clnlbeam et ¥ (z) = A||z||1.

Méthode obj iter subiter cviol time (s) status primal_feas dual_feas
Env-Tron 48.8 10 244  1.37e-14 1.18e-1 first_order 0.0 4.16e-6
Env-Trunk 48.8 10 832 1.43e-14 3.94e-1 first_order 0.0 5.31e-8
Env-IPOPT 48.8 10 63 1.42e-14 7.34e-2 first_order 0.0 1.82e-6
Env-MadNLP 48.8 10 67 1.39e-14 5.99e-2 first_order 0.0 1.84e-6
Lagrangien-R2  1060.0 101 95088 3.44e-7 2.48e-1 max_iter 8.63e-8 76.3

Lagrangien-R2N  1060.0 48 24942 3.91e-8 9.75el first_order 3.83e-8 9.51e-6
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Sur ce probleme de plus grande dimension, nous constatons que le Lagrangien augmenté effectue
un nombre beaucoup plus important d’itérations, tout en produisant une violation de contrainte plus
élevée que la méthode utilisant ENVELOPT, illustrant 'efficacité de notre méthode pour la résolution
de problémes quadratique.

Nous illustrons a présent les résultats de notre méthode sur des régulariseurs convexes autres que la
norme /. Le probléme controlinvestment comporte 100 variables et 50 contraintes. Le point initial
pour créer le probléeme quadratique est g = (1,...,1). Nous choisissons ici ¢(x) = A||x||2 avec A = 1.5.
Les résultats sont répertoriés dans le tableau 3.

Tableau 3 — Résultats numériques pour un probléme quadratique obtenu avec controlinvestment et ¢(x) = Al|z]|2.

Méthode obj iter subiter cviol time (s) status primal_feas dual_feas
Env-Tron 8.04 8 32 2.08e-15 2.27e-2 first_order 0.0 3.83e-6
Env-Trunk 8.04 3 364  2.09e-15 3.15e-1 first_order 0.0 1.31e-9
Env-IPOPT  8.04 4 4 2.13e-15 1.24e-2 first_order 0.0 3.33e-6
Env-MadNLP  8.04 4 4 2.11le-15 1.17e-2 first_order 0.0 3.52e-6
Lagrangien-R2  7.16 7 4854 0.0466 1.64e-2 error 0.0173 0.000173
Lagrangien-R2N  6.95 6 188 0.0601 3.14e-2 error 0.0225 0.000433

Nous pouvons constater que la méthode ENVELOPT résout efficacement le probléeme. En particulier
la solution ne viole pas les contraintes et le solveur termine en peu d’itérations. Au contraire, le Lagran-
gien augmenté est mis en défaut : il termine prématurément avec une violation des contraintes élevée.
D’autres régulariseurs peuvent étre utilisés, comme par exemple ¥ (x) = (ZZ /\i|xi|2)1/2 avec \; = 0.5
pour ¢ = 1,...,50 et A\; = 2.5 sinon. Nous présentons les résultats pour le probléme hovercraftid
(100 variables, 50 contraintes).

1/2
Tableau 4 — Résultats numériques pour un probléme quadratique obtenu avec hovercraftid et ¢(z) = (ZZ )\i|xi|2) / .

Méthode obj iter subiter cviol time (s) status primal_feas dual_feas
Env-Tron  182.0 8 4860  2.14e-13 1.6 first_order 0.0 7.93e-6
Env-Trunk  182.0 5 9798  2.12e-13 3.05 first_order 0.0 6.38e-9
Env-IPOPT  182.0 8 153 2.09e-13 1.54e-1 first_order 0.0 3.58e-6
Env-MadNLP  182.0 7 120  2.16e-13 1.2e-1 first_order 0.0 3.86e-6
Lagrangien-R2  191.0 101 101000 3.44e-6 2.21e-1 max_-iter 5.98e-7 0.374
Lagrangien-R2N  182.0 8 319 2.11e-7 9.4e-1 first_order 1.01e-7 9.94e-6

Nous pouvons constater que les résultats pour ce probléeme et avec ce nouveau régulariseur sont
similaires aux précédents.

4.2.3 Conclusion

La méthode fondée sur ENVELOPT semble converger en un nombre d’itérations inférieur a celui
de la méthode du Lagrangien augmenté non lisse. Par ailleurs, les solutions obtenues avec ENVE-
LOPT satisfont systématiquement les contraintes, ce qui n’est pas toujours le cas pour la méthode
du Lagrangien augmenté. De plus, I'utilisation de MADNLP ou d’IPOPT comme solveur interne
d’ENVELOPT conduit & de meilleures performances que l'utilisation de TRON ou TRUNK. En parti-
culier, ces deux solveurs permettent d’atteindre une solution en un nombre total d’itérations internes
plus faible, tout en conservant une bonne faisabilité primale et duale. Enfin, sur les problemes les plus
difficiles (clnlbeam, controlinvestment et hovercraftid), les temps de calcul obtenus avec IPOPT
et MADNLP sont comparables, voire inférieurs, a ceux des autres approches considérées, qu’il s’agisse
de la méthode du Lagrangien augmenté non lisse ou des autres variantes ’ENVELOPT. Ces résultats
suggerent qu’ENVELOPT, associé & IPOPT ou MADNLP comme solveur interne, constitue ’approche
la plus pertinente pour résoudre la classe de problémes définie en (18).
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4.3 Résolution du probleme non lisse sous contraintes
4.3.1 Détails d’'implémentation

Nous avons implémenté 1’Algorithme 3 a D’aide de packages provenant de l'organisation Julia
JuliaSmoothOptimizers.

Résolution du pas normal. Pour résoudre le probléme normal (21) (Ligne 10), nous utilisons le solveur
LSMR [21] présent dans le package Krylov.jl [31]!! lorsqu’il n’y a pas de contraintes de bornes.
Lorsque le probléeme posséde des contraintes de bornes, nous remplagons la contrainte ||v||2 < K,V
par ||vg oo < KS°140k. Ce changement est motivé par le fait que la contrainte devient simplement une
contrainte de borne, ce qui peut étre traité tres efficacement par des solveurs. En prenant £5° < ﬁm,

alors ||vkllz < Vnllvklleo < VREPVKOE < KyUkdk, ce qui ne change pas les conditions imposées a
lorigine. Notons tout de méme que ce changement est plus restrictif sur les bornes de vg. Dans le
cas de contraintes de bornes, nous résolvons le probleme (21) avec le solveur TRONLS présent dans le

package JSOSolver.jl [29] 1.

Résolution du pas tangent. Pour résoudre le probléme tangent (22) (Ligne 12), nous le transformons
en le probléme (26) que nous résolvons avec ENVELOPT, comme décrit dans la section 3.2.1.

Estimateur des multiplicateurs de Lagrange. Rappelons les conditions KKT du probléeme tangent :

U
G+ gng+— —J ye =0
Vk
T Uk
= Ji Uk :gk+gh,k+7k-
Nous utilisons un estimateur des moindres carrés pour obtenir les multiplicateurs de Lagrange :

Y = argmin

2
uy,

Jiy— (9k+gh,k+) .
Vi 2

(47)

Adaptation du paramétre proximal. Dans I’Algorithme 3, le parametre proximal reste inchangé
lorsque le pas est accepté (voir Ligne 19). Dans notre implémentation, nous nous autorisons a le
mettre a jour lorsque le pas est trés bon pour lui permettre de possiblement prendre des valeurs plus
grandes. Pour ce faire nous nous inspirons de la stratégie de mise a jour proposée dans les méthodes
de régularisation quadratique dans le cadre non lisse [1, 19]. Nous calculons le ratio

e ¢Tk (ka) - ¢T;i(xk + Sk)
¢7,.(0) = ¢r, (sk)

ol ¢, (s) est un modele de la fonction de mérite (23) en z, tel que

- 1
Ori(s) = 7(fu + g5 s + EIISI@ +h(zk + sx)) + llex + Jisl|.

Si le ratio py est plus grand quun certain 7),, alors nous considérons le pas s; comme tres bon

et nous pouvons nous autoriser a réduire la régularisation en actualisant le parametre proximal :
_ -1

Vi1 = max(1.0,§ twy).

Métrique de stationnarité. Lorsque la résolution du probléme tangent (22) est exacte, la condition
de stationnarité (25) peut se réécrire

1
Gk + ghk — T Yk — 2 = _jksk- (48)

11. JuliaSmoothOptimizers/Krylov.jl
12. JuliaSmoothOptimizers/JSOSolvers.jl


https://github.com/JuliaSmoothOptimizers/Krylov.jl
https://github.com/JuliaSmoothOptimizers/JSOSolvers.jl
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De plus, la mesure de stationnarité du probleme (1) est
g+ Gnk — I G — 2 =0, (49)

ol gnk € Oh(zk), Jr est le multiplicateur associé aux contraintes non linéaires c¢(zx) = 0 et Zj est le
multiplicateur associé aux contraintes de bornes zj € Q. Curtis et al. [14] montrent que limy||sg|| = 0,
et on peut montrer ([14, Lemme 5.1]) que s = 0 <= wuy = v = 0. Si Palgorithme termine & la
Ligne 15 alors gi, + gn,k — J,;'—yk —zr = 0 et gk € Oh(xy) et 2y, correspond aux multiplicateurs associés
a xp € Q. Ainsi g + gnp — J,ka — 2z = 0 représente une condition d’arrét pour I’Algorithme 3.
Cela implique s = 0, donc uy = v = 0. Afin de facilement interpréter notre condition d’arrét, nous
choisissons uy = v = 0 comme métrique d’arrét. En effet, v, = 0 et ug # 0 signifie que 'on a atteint
la faisabilité, mais que le point n’est pas encore stationnaire. Le cas vy # 0 et uy = 0 signifie que 'on
a atteint la stationnarité dans ’espace tangent, mais que le point n’est pas encore réalisable. Enfin la
situation vy = uy = 0 représente les conditions KKT optimales.

Nous vérifierons également la faisabilité primale caractérisée par ¢(xy) = 0. Enfin, nous vérifierons
la complémentarité. Si @ = [[[l;,u;] alors il s’agit de vérifier pour tout ¢ € {1,...,n} que min{z; —
i, z6,: } = 0 et min{u; —x;, —2x; } = 0. En pratique, nous vérifierons ||vk|| < €y, ||uk| < €, |le(zr)|| < €
et |min{z, — I, 2} = 0|| < e, ||min{u — 25, —21} = 0] < e,.

Vérification des hypothéses. Nous montrons que le sous-solveur ENVELOPT avec la méthode du noyau
tel que décrit dans la section 3.1 vérifie les prérequis énoncés en Remarque 5.
1. Les contraintes Jiyu = 0 sont satisfaites de maniére exacte grace a la méthode du noyau.
2. gni € Oh(zg + vi + wyi) et |Jukp — wg| < €, € — 0 par construction du solveur ENVELOPT.
3. La condition de décroissance simple est respectée par ENVELOPT si l'on initialise le probleme
tangent & zéro en vertu du [17, Lemme 3.2].

4. La condition de décroissance suffisante peut étre respectée par ENVELOPT. En effet, la condition
d’arrét d’ENVELOPT, donnée en (36), s’écrit

— |zIn] <

up
Z gk + g + V}@)H < €k

en notant pr = gx + gnk + Z—: Si yi est un estimateur des moindres carrés comme introduit
dans le Lemme 7 alors, y; = (JiJ,) ) "1 Jkpk et done 7 = pr — J;7 (JxJ)| )" kp. Si Zg est une
base orthonormale de ker(Jy) alors d’aprés le Lemme 4, (I — ZyZ, )pr = JJ (JiJ )L Jkpr ce
qui implique 1, = ZyZ, p. Par conséquent, ||ril| = [|ZkZ) pill = | Zkpkll < €x. Enfin, si a
litération ¢ ’ENVELOPT, ||ry ;|| < €, < % alors la condition (33) est respectée, sinon nous
effectuons une itération supplémentaire d’ENVELOPT de sorte que €5 ;41 < €g,;. Cela implique
kil
Vi

|l7k.ill — O et nécessairement > () sinon nous nous serions arrétés a 'itération précédente
11— 00

de I’Algorithme 3. Un raisonnement similaire permet de vérifier que la condition (32) peut étre
respectée par ENVELOPT.

Contréle du résidu. Nous imposons que le pas calculé implique la décroissance suffisante (32). Ce-
pendant, il faut également que le résidu tende vers 0 si I’on souhaite avoir un point stationnaire a
partir d’une itération. Pour ce faire, lorsque le pas est accepté (voir Ligne 18 de I’Algorithme 3),
nous mettons a jour la tolérance minimale avec laquelle ENVELOPT doit résoudre le probléeme (voir les
conditions d’arréts (36)) : €mnvi+1 = EEnv€Env .k OU Epny € (0,1). Au début, la tolérance minimale
imposée a ENVELOPT est grande afin de se déplacer rapidement dans une direction de descente sans
avoir a résoudre le probleme tangent de maniére tres précise, puis nous réduisons la tolérance au fur
et & mesure que les itérations sont acceptées.

Parameétres algorithmiques. Nous répertorions dans le tableau 5 les valeurs des parametres algorith-
miques choisis.
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Tableau 5 — Paramétres utilisés dans I’ Algorithme 3.

T—-1 Ko Mp 13 EEnw ne Oc €r €y = €y €c €z K

1.0 102 07 05 025 107° 01 01 6x10"% 1076 107%* 05

4.3.2 Résultats numériques

Résolution exacte du probléme tangent. Dans un premier temps, nous étudions les performances
lorsque nous résolvons le probléme tangent (22) de maniére exacte selon la méthode présentée dans
la section 3.2.1. L’objectif est également de vérifier numériquement que notre méthode permet de
résoudre des problémes non lisses avec des régulariseurs différents de la norme ¢;. Pour ce faire, nous
sélectionnons des problémes avec contraintes d’égalité parmi le jeu de problémes mis a disposition dans
le package OptimizationProblems et nous ajoutons a la fonction objectif un terme non lisse provenant
du package ProximalOperators. Nous comparons les résultats de notre méthode a ceux d’ENVELOPT
utilisé sur le probléme initial (1) avec F'(t) =t et les parameétres du solveur par défaut.

Nous commengons avec un probléme simple avec h(z) = ||z]s et A = 10.0. Le probléme hs56
comporte 7 variables et 4 contraintes. Les résultats sont répertoriés dans le tableau 6.

Tableau 6 — Résultats numériques pour le probléeme hs56 et h(z) = A||z||co-

Meéthode obj iter itenv subiter time (s) status primal_feas dual_feas
SQP  3.11e-28 10 121 311 0.052 first_order 2.09e-9 6.68e-6
Envelopt  -7.le-42 8 48 0.00505 first_order 1.1e-14 1.21e-7

Dans ce tableau, la colonne “Méthode” renseigne la méthode utilisée, SQP désignant la méthode
proposée dans la section 3.2.1, et Envelopt désignant la méthode éponyme avec les parameétres par
défaut. Par la suite, lorsque nous ferons référence a cette configuration particuliere d’ENVELOPT,
nous noterons Envelopt la méthode, afin de la distinguer avec le solveur ENVELOPT. Les colonnes
“obj”, “time”, “status”, “primal_feas” et “dual_feas” représentent les mémes informations que dans
la section 4.2.2. La colonne “itenv” désigne le nombre d’itérations de l'algorithme ENVELOPT, tandis
que “subiter” désigne le nombre d’itération du sous-solveur. La colonne “iter” représente le nombre
d’itérations de la boucle générale de I'algorithme SQP. Par conséquent cette information n’existe pas
pour la méthode Enwvelopt. Sur cet exemple, nous pouvons constater que notre méthode permet de
résoudre le probleme non lisse pour un régulariseur différent de la norme ¢;, ce qui représente une
contribution numérique majeure vis a vis des articles [14] et [15]. En effet, la faisabilité primale et
duale est trés bonne, attestant que nous avons réussi a atteindre un point stationnaire. De plus, la
valeur de la fonction objectif est identique a celle obtenue avec la méthode Enwvelopt. Cependant, le
nombre d’itérations nécessaire avant d’arriver a convergence, & la fois pour les itérations ’ENVELOPT
et les itérations du sous-solveur, sont plus important pour notre méthode que FEnvelopt. Cela a une
répercussion cohérente sur le temps nécessaire a ’algorithme pour converger. Nous discuterons plus en
détail de ce point lorsque nous aborderons la résolution inexacte du probléme tangent.

Nous illustrons a présent les résultats sur un probleme avec plus de variables et de contraintes. Le
probléme controlinvestment comporte 100 variables et 50 contraintes. Nous prenons le régulariseur
h(z) = (El )\i|xi|2) 172 avec X =5.5pouri=1,...,50 et \; = 7.5 sinon. Les résultats sont répertoriés
dans le tableau 7.

Les observations faites sur le probléme simple hs56 restent valables pour ce probleme. En particulier,
nous sommes capables de résoudre le probleme pour un régulariseur autre que la norme ¢; avec SQP,
la valeur de la fonction objectif est semblable a celle obtenue avec Envelopt et le point final permet
une faisabilité primale et duale satisfaisante.
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Tableau 7 — Résultats numériques pour le probléme controlinvestment et h(z) = (ZZ Ai\a:i|2) &

Méthode obj iter itenv subiter time (s) status primal_feas dual_feas
SQP 379 3 34 312 0.258 first_order 0.0 4.39e-5
Envelopt  37.9 8 65 0.0191 first_order 9.57e-17 8.83e-10

Plus généralement, nous sélectionnons un ensemble de problemes provenant d’Optimization
Problems. j1 ayant les caractéristiques suivantes : le probleme possede entre 2 et 100 variables, il
comporte uniquement des contraintes d’égalités, il comporte moins de contraintes que de variables
(c’est-a~dire m < n) et la jacobienne des contraintes est de plein rang. Cela permet de constituer
un jeu de problemes de 51 problemes, que nous résolvons successivement avec notre méthode pour
h(x) = M|z||co- Parmi les 51 problémes, I’algorithme ne converge pas vers un point stationnaire pour
seulement deux d’entre eux (avion2 et hovercraftid), les autres étant résolus avec succes. Sur les
deux problémes mettant en défaut l’algorithme, ce dernier atteint le nombre maximal d’itérations.
Regardons par exemple les résultats obtenus pour hovercraftid avec notre méthode. La valeur finale
de la fonction objectif est 1001.83 et la valeur de violation de contraintes est 2.46 x 10~'2. De plus, la
faisabilité primale oscille autour de 106 lors des derniéres itérations de ’algorithme. A titre de com-
paraison, la méthode Envelopt donne également 1001.83 comme valeur finale pour la fonction objectif,
pour une violation des contraintes de ’ordre de 10, Cela laisse penser que notre méthode arrive a se
placer dans une région tres proche du minimum local mais n’arrive pas a converger de maniere a satis-
faire les conditions d’arrét de I’algorithme. Notons respectivement Thnvelopt €6 TS p les points d’arréts
de la méthode Envelopt et de notre méthode. Alors |25, ci0pt — TS50 P lloo /[T Enperopt oo = 3-3 X 1075,
ce qui représente une erreur relative de 0.003 % en norme infinie par rapport a la solution fournie par
Envelopt, confirmant la proximité des deux solutions. Cette observation, combinée a la proximité des
valeurs de la fonction objectif, renforce I’hypothese selon laquelle notre méthode parvient a atteindre
une région proche d’un minimum local, mais rencontre des difficultés a y converger de maniere satisfai-
sante. Un phénomene similaire a lieu pour le probléme avion2. Cette observation constitue une piste
d’amélioration de I’algorithme : il pourrait étre pertinent de détecter les situations dans lesquelles les
itérés oscillent sans converger afin d’interrompre prématurément 'algorithme.

Remarque 6. Nous nous appuyons sur la proximité observée entre les points obtenus avec Envelopt et
notre méthode pour soutenir le raisonnement précédent et conclure que notre algorithme semble avoir
atteint une région proche de celle contenant un minimum local. Cette observation suggere ainsi que
la non convergence rencontrée par notre méthode est due a une difficulté a satisfaire les conditions
d’arrét dans cette région. Cependant, si les deux points d’arrét étaient éloignés, une telle conclusion
ne pourrait pas étre tirée. En effet, la fonction objectif peut admettre plusieurs minima locaux, et
Envelopt et notre méthode pourraient alors converger vers deux minima locaux distincts. La proximité
des deux points constitue donc un élément important pour interpréter les difficultés de convergence
observées et le fait que notre algorithme semble tout de méme donner une solution satisfaisante.

Résolution inexacte du probléme tangent. Nous étudions & présent les performances de notre al-
gorithme lorsque nous résolvons le probléme tangent (22) de maniére inexacte selon les garanties
théoriques de convergence et de complexité établies dans la section 3.2.2. Nous illustrons d’abord
numériquement que nous sommes toujours capables de résoudre des problémes d’optimisation non lisse
de la forme (1). Les résultats de convergence sont établis dans le cas ou il n’y a pas de contraintes de
bornes, c’est-a-dire dans le cas 2 = R™. Nous choisissons ainsi 50 problémes du package CUTEst . j1 [32],
une interface Julia du package Fortran CUTEst '3 mettant & disposition de nombreux problémes d’op-
timisation. Les problémes choisis ne contiennent pas de contraintes de bornes. Nous ajoutons ensuite
un terme non lisse en choisissant un opérateur de ProximalOperators. Avec h(z) = A||z||2 et A = 5.5,
la méthode proposée permet de trouver un point stationnaire pour 46 problemes sur 50. Sur les quatre
problémes non résolus, deux (MSS1 et VANDANIUMS) ont été identifiés comme infaisables (voir Ligne 7

13. CUTEst


https://github.com/ralna/CUTEst
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de I’Algorithme 3), et la méthode Envelopt détecte également ces deux problémes comme infaisables.
Le probléme BT4 a été identifié comme non borné, la fonction objectif divergeant vers —oo. La méthode
Envelopt échoue également avec I’erreur RESTORATION_FAILED, qui peut notamment étre déclenchée
par la non-bornitude du probléme. Enfin la méthode proposée n’arrive pas a résoudre le probléme
SSINE, et termine en atteignant le nombre maximal d’itérations sur un point non réalisable (c’est-a-
dire ¢(z*) > €.). La méthode Envelopt classe ce probléme comme infaisable. Notre algorithme n’est
donc pas réellement mis en défaut par le probleme. Celui-ci met néanmoins en évidence une piste
d’amélioration des conditions d’arrét.

Comparons a présent les résultats obtenus lorsque ’on résout le probleme tangent de maniere exacte
et de maniére inexacte. Nous résolvons le probléeme SPIN2 (102 variables et 100 contraintes) avec le
régulariseur h(x) = Aljz||1 et A = 6.5. Les résultats sont répertoriés dans le tableau 8, ou SQPi est la
méthode ol nous résolvons de maniére inexacte le probléme tangent (22).

Tableau 8 — Résultats numériques pour le probléme SPIN2 et h(z) = A||z||1.

Méthode obj iter itenv subiter time (s) status primal_feas dual_feas
SQPi  569.0 30 313 1118 1.1  first_order 2.46e-9 4.4e-6
SQP  569.0 30 250 4042 1.48  first_order 1.5e-9 1.17e-5
Envelopt  569.0 0 13 143 0.194  first_order 3.84e-11 3.96e-7

Notons premiérement que la fonction objectif prend la méme valeur pour les trois méthodes, et
que la faisabilité primale et duale sont vérifiées. Sur ce probléme, nous pouvons constater que les
méthodes SQP et SQPi font le méme nombre d’itérations de boucle principale. Le nombre d’itérations
d’ENVELOPT est légerement plus élevé pour la méthode inexacte. Cependant, malgré un nombre plus
élevé d’itérations ’ENVELOPT, la méthode SQPi fait presque quatre fois moins d’itérations du sous-
solveur I’ENVELOPT, illustrant le bénéfice de la résolution inexacte du probleme tangent (nous rappe-
lons que c’est ce dernier qui est résolu avec Envelopt). En effet, en permettant de relacher la précision
de résolution d’ENVELOPT, ce dernier a besoin de moins d’itérations pour atteindre la tolérance mi-
nimale imposée. Cela résulte logiquement en un nombre d’itérations du sous-solveur plus faible. Ce
nombre est toutefois encore plus élevé que la méthode Envelopt.

Afin d’illustrer ces observations entre les méthodes SQP et SQPi sur I’ensemble des problemes
testés, nous utilisons les profils de performances introduits par Dolan et Moré [20]. Cette approche
permet de synthétiser les résultats d’un ensemble de solveurs au moyen d’une représentation graphique
reposant sur deux quantités. Pour une métrique de performance donnée (le temps de calcul, le nombre
d’itérations ...) que nous notons cost, le ratio de performance associé au solveur s pour un probléme p
est défini par
cost(s,p)

—_ 50
ming cost(s’, p) (50)

7(s,p) =
ou le dénominateur correspond & la meilleure performance obtenue par I'un des solveurs sur le probléme
considéré. Par conséquent, 7(s,p) = 1 signifie que le solveur s obtient la meilleure performance pour
le probléme p, tandis que 7(s,p) = 2 signifie que son cofit est deux fois supérieur a celui du meilleur
solveur. Cette quantité est I'abscisse du profil de performance. L’ordonnée du profil, notée ps(7),
représente la fraction des problemes pour lesquels le solveur s atteint un ratio de performance inférieur
ou égal a 7 :

par) = — AP TR ST
#{problemes considérés}

(51)

De cette maniere ps(1) correspond a la proportion de problémes pour lesquels le solveur s est le plus
performant. Lorsque 7 augmente, ps(7) indique la proportion de problémes pour lesquels le solveur
reste compétitif par rapport au meilleur solveur. La valeur finale asymptotique & droite donne le taux
de succes global du solveur (c’est le ratio entre le nombre de problémes résolus par le solveur et le
nombre total de problémes). Si la courbe atteint 1, alors le solveur résout tous les problémes, mais
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sans aucune garanti de rapidité. Un solveur avec une courbe en haut a gauche est préférable par cela
indique que ce solveur est le plus efficace sur beaucoup de problemes que les autres solveurs.

Afin de tracer les profils de performance, nous utilisons le package SolverBenchmark.jl [36]. Les
profils de performance sont construits pour les méthodes SQP (en bleu) et SQPi (en orange) sur les
50 probléemes CUTEst mentionnés précédemment. Nous présentons ces profils pour h(x) = A||x||; sur
la figure 1, h(z) = A||z||oo sur la figure 2 et h(z) = A||z||2 sur la figure 3.

Itérations Inération Envelopt Sous itération Envelopt Temps (s)
1.00¢ ————| H H H
0.75F =
0.50" b E
0.25¢ —SQP L —SQP L —SQP L —SQP
—SQPi —SQPi —SQPi —SQPi
0005122 25 2¢ 25 2¢ 20 22 2¢ 26 28 20 2T 22 23 2% 25 26 Q0 22 24 26
Figure 1 — Profil de performance sur 50 probléemes CUTEst pour h(z) = A||z|[1, A = 6.5.
En bleu : méthode SQP. En orange : méthode SQP avec résolution inexacte du probléme tangent (22).
Itérations Inération Envelopt Sous itération Envelopt Temps (s)
1.00f H t H
=
0.75{j_lﬂ fdﬂd t t
0.50" t
025 —SQP I —sQP I —sQP I —sQP
~—=SQPi ~—=SQPi ~—=SQPi ~—=SQPi
00%0 22 24 25 25 20 22 24 26 25 2 .0 22.5 25.0 27.5 210.0 2 .0 22.5 25.0 27.5 2]0.0
Figure 2 — Profil de performance sur 50 problémes CUTEst pour h(z) = A||z||oo, A = 10.0.
En bleu : méthode SQP. En orange : méthode SQP avec résolution inexacte du probléme tangent (22).
Itérations Inération Envelopt Sous itération Envelopt Temps (s)
1.00
0.75 /
0.50)
025 —SQP —SQP —SQP —SQP
==SQPi ==SQPi ==SQPi ==SQPi
000527 25 2¢ 25 26 20 22 24 26 28 20 2t 22 23 2% 25 20 21 22 23 2¢

Figure 3 — Profil de performance sur 50 problemes CUTEst pour h(z) = X||z||2, A = 5.5.
En bleu : méthode SQP. En orange : méthode SQP avec résolution inexacte du probléme tangent (22).

Nous nous intéressons au nombre total d’itérations de I’Algorithme 3 (premier graphe), au nombre
total d’itérations ’ENVELOPT pour résoudre (22) (deuxiéme graphe), au nombre d’itérations du sous-
solveur d’ENVELOPT pour résoudre ce méme sous-probléme (troisiéme graphe), ainsi qu’au temps
d’exécution nécessaire & la résolution du probleme (quatriéme graphe). Pour les trois régulariseurs, les
deux méthodes présentent des performances similaires en termes de nombre d’itérations global et de
nombre d’itérations d’ENVELOPT. Cependant, la méthode SQPi s’avere plus performante en termes de
nombre d’itérations du sous-solveur d’ENVELOPT. En effet, la partie gauche du profil de la méthode
SQPi (en orange) est nettement supérieure a celle de la méthode SQP (en bleu), indiquant que le
sous-solveur nécessite significativement moins d’itérations avec la méthode SQPi. Cette réduction du
nombre d’itérations du sous-solveur a un impact direct sur le temps de résolution des problemes :
moins d’itération du sous-solveur indique une convergence plus rapide. Cette amélioration est visible
sur le profil de la méthode SQPi (en orange), situé au-dessus de celui de la méthode SQP (en bleu).
L’observation faite sur le probléeme SPIN2 (voir table 8) se confirme globalement sur les 50 problémes
étudiés. La résolution de probleme tangent (22) permet ainsi de diminuer significativement le nombre
d’itérations du sous-solveur d’ENVELOPT sur la majorité des problemes, permettant une réduction du
temps de résolution.
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5 Conclusions et perspectives

La résolution d’un probléme non lisse avec contraintes non linéaires représente un défi complexe.
Lorsqu’il n’y a pas de terme non lisse, le probléme peut notamment étre résolu a ’aide d’une méthode
du Lagrangien augmenté ou de la méthode Sequential Quadratic Programming. Lorsqu’il n’y a pas
de contraintes, il est par exemple possible d’utiliser des méthodes de régularisation quadratique pour
Poptimisation non lisse. Curtis et al. [14] proposent une variante de la méthode SQP pour traiter
les problemes non lisses avec contraintes d’égalité. Cependant, les tests numériques effectués dans
cet article se limitent a la norme ¢; comme terme non lisse, car celle-ci peut étre reformulée sous
la forme d’un probléeme lisse. Nous avons donc proposé une amélioration de leur méthode afin de
pouvoir traiter efficacement, sans transformation préalable, d’autres régulariseurs non lisses. La modi-
fication consiste essentiellement a utiliser le solveur ENVELOPT couplé, & une méthode de noyau, pour
résoudre le sous-probléme tangent de la méthode SQP. Nous avons également montré, en I’absence
de contraintes de bornes, que les résultats de convergence de I’algorithme sont préservés lorsque le
sous-probléme tangent est résolu de maniére inexacte avec notre nouvelle méthode. Enfin, nous avons
montré que ’hypothése de bornitude uniforme du sous-différentiel de h, telle qu’imposée dans [14]
et [15], peut étre reldchée en ne requérant qu’'une bornitude du sous-gradient de norme minimale le
long des itérés, élargissant ainsi la classe de fonctions non lisses admissibles au-dela des seules fonctions
a sous-différentiel borné. Ces résultats théoriques ont été validés expérimentalement. D’une part, notre
méthode résout efficacement des problemes quadratiques similaires au sous-probléme tangent rencontré
dans la méthode générale. D’autre part, elle permet de traiter des problemes non lisses faisant inter-
venir une variété de régulariseurs convexes, au-dela de la seule norme ¢;. Enfin, nous avons montré
I’intérét de la résolution inexacte du sous-probléme tangent. La méthode proposée présente cependant
certaines limites, ouvrant plusieurs pistes d’amélioration, notamment concernant les conditions d’arrét
de Palgorithme dans certains cas particuliers. De plus, les hypothéses formulées dans [14] sont des
hypothéses fortes (matrice J; de rang plein, fonction h convexe, ...), et un travail supplémentaire
pourrait permettre de les alléger. Il est également possible d’étudier la résolution inexacte du sous-
probléeme normal ou l’ajout de l'information du second ordre dans le sous-probleme tangent. Enfin,
une piste d’amélioration majeure consisterait a étendre la méthode aux contraintes d’inégalités pour
notamment traiter les contraintes de bornes. Pour ce faire, il serait possible de s’inspirer des méthodes
de points intérieurs telles quU IPOPT.
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A Notations

Le tableau A1l résume les notations et symboles principalement utilisés dans le document

Tableau Al — Notations et symboles.

Terme Description

T Itéré a litération k

Ty Solution de ’algorithme

f Partie lisse de la fonction objectif

h Partie non lisse de la fonction objectif

[ Modele de la fonction f

P Modéle de la fonction h

fr Fonction f évalué en xy,

[ Contraintes ¢ évalué en xy,

gk Gradient de la fonction f évalué en xj

J(z) Jacobienne des contraintes évaluée en x

Ji Jacobienne des contraintes évaluée en xy

H(z) Hessienne de la fonction f évaluée en x

Hy, Hessienne de la fonction f évaluée en zj

Z Base du noyau de Ji

Y Multiplicateur de Lagrange associés aux contraintes d’égalités
z Multiplicateur de Lagrange associés aux contraintes de borne
L(xz,y) Lagrangien d’un probléme avec contraintes
L(z,y,p) Lagrangien augmenté d’un probléme avec contraintes
Vg Solution du k-iéme probléme normal SQP

U Solution du k-iéme probléme tangent SQP

Sk Pas candidat a la k-iéme itération de l'algorithme
T Parameétre de la fonction de mérite

Vi Parametre de régularisation

10 Fonction de mérite

& Fonction de mérite shiftée

€v Tolérance sur la norme du pas normal

€ Tolérance sur la norme du pas tangent

€c Tolérance sur la violation des contraintes d’égalités
€z Tolérance sur la violation des contraintes de bornes
€Env,k Tolérance du solveur Envelopt a 'itération k

Q Contraintes de bornes

B Reformulation de problémes non lisses en problemes lisses sous
contraintes

Il est possible de transformer un probléme d’optimisation faisant intervenir un terme non lisse en
un probléme d’optimisation lisse avec contraintes. Nous détaillons ici la procédure pour h(x) = Az
et h(z) = A||z]|oo- Pour alléger les notations, nous ne considérons que des problémes sans contraintes,
mais le raisonnement reste strictement identique lorsque le probléme contient des contraintes.

Norme ¢; : Si l'on souhaite résoudre le probléeme d’optimisation min, f(x) + A||z|1, alors il est
équivalent de résoudre le probleme

a,b>0

min f(z) + A;mi +h), telque 40T o

en remarquant que ||z = Y |z;| et |2] = max{x,0} — min{x,0}. Le probléme reformulé est alors un
probléme lisse avec contraintes.

Norme /., : Si l'on souhaite résoudre le probléme d’optimisation min, f(z) + Al|2|e, alors il est
équivalent de résoudre le probleme

min f(x) + A, telque —te<az <te

x,t
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oue=(1,...,1). Le probléme reformulé est alors un probléme lisse avec contraintes.

C Algorithmes

C.1 Algorithme du Lagrangien augmenté

Nous présentons ici 'algorithme de Lagrangien augmenté introduit dans la section 2.2.2.

Algorithme C1 Algorithme de Lagrangien Augmenté.

Entrée : Parameétres uo > 0, tolérance 79 > 0, points initiaux z§ et yo.
1: pour £k =0,1,2,... faire :
2: Trouver un minimiseur approximatif zx de £4 (-, yx; ), en partant de zy,, tel que

IVaL(zr, yr; pe)ll < 7

3:  si un critére de convergence pour (2) est satisfait alors

4: Arréter avec la solution approximative .

5: fin si

6: Mettre a jour les multiplicateurs de Lagrange selon(6) afin d’obtenir yg4.
T Choisir un nouveau parametre de pénalisation fi41 > .

8: Définir le point de départ de l'itération suivante :

Th g = Tk

9:  Sélectionner la nouvelle tolérance T4 1.
10: fin pour

C.2 Algorithme de pénalisation quadratique non lisse

Nous présentons ici les algorithmes R2 et R2N, respectivement énoncés dans [1] et [19]. Ces algo-
rithmes permettent de résoudre des problémes non lisses sans contraintes.

Algorithme C2 R2 : Algorithme de régularisation quadratique non lisse.

Entrée : Parameétres 0 <n1 <2 <let0<v3 <1<y < 2.

1: Choisir zg € R™ tel que h(zo) soit fini, og > 0, et calculer f(zo) + h(zo).
2: pour k=0,1,2,... faire :

3: Définir m(s; zg, ok )-

4:  Calculer un pas sg selon (15).

5: Calculer le ratio

o ) H R - (F(n + sp) + h(xg + s1))
5 (0 me) (05 zk) — (o) +lseian))

6: si pr > m1 alors
T Tyl = T + Sk
8: sinon
9: Tyl = Tk
10: fin si
11: Mettre a jour le parametre de régularisation :
[vaok,0k]  sipr > m2,
Okt1 € § ok, v10k]  sim < pr <2,

Y10k, v20k] st pp < 1.

12: fin pour
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Algorithme C3 R2N : Méthode de régularisation quadratique non lisse modifiée.

Entrée : Paramétres 0 <m <m2 < 1,0< 13 <1<y <1et0<b; <1<
1: Choisir g € R™ tel que h(zo) soit fini, o9 > 0, et calculer f(zo) + h(zo)
2: pour k=0,1,2,... faire :
Choisir B, = B(zg) € R"*™ tel que B, = BkT,
Calculer pg = 01/(|| Bkl + ok)-
- . —1 . -1
Calculer sy ¢, € argmin mep(s; T, vy, ) et Eep(Sk,cpi Thy V), )-
S

Calculer un pas s, tel que m(s; x,0k) < m(sk,cp; Tk, Ok)-
si [|sill > 02 [k cpll alors
Réinitialiser s = s cp
fin si
Calculer le ratio

—_

Far) + hax) = (f(zh + s8) + hzx + s1)

Pk = .
e(0;x) + ¥(0;0x) — ((sk; Th) + V(sks 1))
11: si p, > m alors
12: Tp+1 = Tk =+ Sk
13: sinon
14: Tp4+1 = Tk
15: fin si
16: Mettre a jour le parametre de régularisation :
(V3o ok]  sipp =2,
Okt1 € Q [on,y10k]  sim < pp <m2,
[viok, v20k] sipx <M.
17: fin pour

D Lagrangien augmenté et pénalité quadratique non lisse

Nous décrivons ici une méthode de Lagrangien augmenté pour la résolution d’un probleme d’opti-
misation non lisse avec contraintes de la forme (1). A chaque itération, on résoud le sous-probléme

min £(z,y,p) + h(z) (D1)

ou y est un estimé des multiplicateurs de Lagrange pour les contraintes, u est le parameétre de
pénalisation et L(-,y, ) est le Lagrangien augmenté défini par (5). Afin de résoudre le probléme non
lisse sans contraintes (D1), nous utilisons l’algorithme R2 [1] ou R2N [19] (voir Annexe C.2). Nous utili-
sons 'implémentation Julia des algorithmes présents dans le package RegularizedOptimization [22] 14.

E Parametre de la fonction de mérite

A chaque itération, le parametre de la fonction de mérite 7 est ajusté de sorte a ce que s soit une
direction de descente pour la fonction de mérite et vérifiant 7, < 7,1 [14, 15]. Un candidat possible
est, pour o, € (0,1),

i oa L 1 2
o0 si gy sk + g sk ll3 + Pk + sp) — h(zy) <0
Tk, trial = (1—0oc)(lekll2—|lex+ Tk vr]l2) sinon (EQ)
g skt g sk l3+h(@itsk) —h(ew) :
En choisissant ¢, € (0, 1), nous ajustons le parametre de mérite avec la mise a jour
Tk— ST < Tk tri
T = ) k—1 k 1 > Tk trial (E3)
min{(1 — €7)Tr_1, T, trial } sinon.

La mise & jour (E3) assure que si le parametre de mérite décroit & l'itération k, alors il décroit d’au
moins une fraction de la valeur précédente.

14. JuliaSmoothOptimizers/RegularizedOptimization.jl


https://github.com/JuliaSmoothOptimizers/RegularizedOptimization.jl

Les Cahiers du GERAD G-2026-69 33

Algorithme D4 Méthode du Lagrangien augmenté non lisse.

Entrée : ¢,ec >0, p>1, a, 8 € (0,1).

1: Choisir un point initial zg, des multiplicateurs initiaux yo, un parameétre de pénalisation initial pug > 0 et une

tolérance initiale 79 > 0

2: Calculer f(zo), c(zo) et h(zg) ; fixer Op1q = +00

3: pour £k=0,1,2,... faire :

4: Fixer la tolérance du sous-probléme & 7, = max (g, €)

5 Résoudre approximativement, avec une tolérance 7 et en partant de zj, le probléme suivant & 'aide du sous-

solveur R2 ou R2N (voir section 2.4) :

Tp41 ~ argmin L(z, yk; pk) + h(z)
xT

6:  Calculer f(zgy1), c(zry1) et h(zpi1)
7:  Mettre & jour les multiplicateurs selon (6)
8:  Calculer la violation de faisabilité primale 011 = ||c(zk+1)|loo
9: si le sous-probleme a atteint la stationnarité du premier ordre et 7, < ¢ et 0,1 < e. alors
10: Sortie : (zg41,Yk+1)
11: fin si
12: si le sous-probléme a atteint la stationnarité du premier ordre alors
13: Tk4+1 = O Tk
14: sinon
15: Tk+1 = Tk
16: fin si
17: si g1 > max(z—:c7 ﬁ@old) alors
18: Hk+1 = P HE
19: sinon
20: Hik4+1 = Hk
21: fin si
22: Oold = Ok+1, kE=k+1
23: fin pour

24: Sortie : (zgy1,Yk+1)

F Résultats

Cette section regroupe les résultats démontrés dans l'article de Dai et al. [15] et qui sont utilisés
dans la section 3.2.2.

Lemme 9. ([15, Lemme 3.4]) Le choix de 7, dans (E3) garantit que la direction s vérifie
Tk
Do, (k,sK) < —EHSkH% —ac(llerlle = llew + Jrvrll2) <0,
Tk
Aqy(sk, k) > EH%HS +ac(llerlle = llex + Jrvrll2) > 0.

Lemme 10. ([15, Lemme 3.6]) Le pas sx = vy, + uy, vérifie

1 . 1
el = e+ il = el = o+ Jevells > 5l el min { oo}

Lemme 11. ([15, Lemme 3.8]) Pour tout £k > 1, ona 0 < 7 < 7_1.

Lemme 12. ([15, Lemme 3.12]) Pour tout & € N, on a 7Tk trial > Tmin, trial, OU

(1= 0c)kuomin (1 = 0c)(0min/Kve)?
2kkve(kvy + Kon + 1/2 X Kekpkive) 26ukve(kvs + Kon + 1/2 X Kekykve) Vo

Tmin,trial = 11111

.
[EAREA[E:

En combinant ce résultat avec v{ = min { 25
k 1Tk, crll3’

Iiyl/k} J,Ick, on obtient

Tk 2 Tmin = min {7-07 (1 - 6'1')7—r‘ﬂin,t1ria1} .

Lemme 13. ([15, Lemme 3.13]) Si
Tmin
<
k= TminLg + LJ’
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alors k € §. Par conséquent,

ngin

_— 0 tout k € N
TminLg+LJ} > pour tou e N,

Vk 2 Vnin := min {Vm

et le nombre d’itérations infructueuses est borné par

_
log (mm)
{keN:k¢S} <max{0, 0o(TiminLg + L)

log(¢)

Lemme 14. ([15, Lemme 3.14]) Les propriétés suivantes sont vérifiées par la fonction de mérite shiftée

Or (@) == 7(f(2) = fint +7(2)) +[le(@)]2 :

(i) Pour tous {z,y} CR™ et 7 € Ryg, on a

¢T('T) - ¢T(y) = ¢T(x) - (bT(y)

(ii) Pour tout z e R" et 0 < 70 < 71, 0n a

(57'2 (7) < éry ().

(iii) La suite {¢, (xx)} est monotone décroissante.
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