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Liens avec le livre et exercices suggérés

1.8 Introduction aux applications linéaires 2, 4, 8, 9, 11, 13, 14, 16, 17,
18, 19, 20, 21, 24, 27, 31,
33, 35, 37, 39

1.9 Matrice d'une application linéaire 2, 4,6, 8,11, 13, 16, 18, 20,
21, 23, 29, 32, 35, 36
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Introduction
> Avec A € R™*" |'équation

Ax=Db

permet de “passer’ de R™ a R™ : A transforme x € R" en
b € R™

» C'est I'application / la fonction / la transformation

T:R* — R™
x = T(x)=Ax

> T(x) € R™ est appelé I'image de x par T, et |'ensemble de
tous les T'(x) pour tous les x € R"™, forme I'image de 7', qui
est aussi I'image de A : Im(A) = {T'(x) : x €« R"} CR™
O

MTH1008: algebre linéaire 5/27



Introduction Matrice d’une application linéaire Transformations géométriques Existence et unicité
00@000 0000 00000000 000000

Application et application linéaire

L'application T': U — V, avec U et V deux sev, est un procédé
qui associe un unique vecteur T'(x) € V pour tout vecteur x € U

De plus, T est dite linéaire si

1. T(a+b)=T(a)+ T(b) pour tous a et b dans U
2. T(ca) = cT'(a) pour tout a € U et tout scalaire ¢

qui peut aussi se formuler par

T(ca+ pb) = aT'(a) + ST(b)

pour tous a et b dans U, et «, 5 des scalaires
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e
Propriétés
» Toute transformation matricielle T'(x) = Ax est linéaire
» Toute application linéaire est matricielle

> T(0y) = Oy
ol Oy est le vecteur nul de U, et Oy est le vecteur nul de V'

> T(a1x1 + asxa + ... +apx,) =
a1T(x1) + a2T'(x2) + ...+ apT'(xp) avec a; un scalaire et x;
un vecteur de U, pour tout i € {1,2,...,p}
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Image et noyau

Soit T' une application de U dans V avec dimU = n et
dimV =m

> L'image de 7" est le sev de V'
Im(T) = {T'(x) pour tout x e U} C V
» Le noyau de 7' est le sev de U
Ker(T)={xeU:T(x) =0} CU
Si T est linéaire et A € R™*" est la matrice associée, alors

Im(7T) = Im(A) C R™ et Ker(7T) = Ker(A) CR"
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Cas particulier : Homothétie

Soit T': R™ — R™ avec T'(x) = rx pour r un scalaire fixé

> T est une homothétie qui peut &tre qualifiée de contraction si
0 <r <1 ou dedilatation si r > 1

» T est une application linéaire car c'est une transformation
matricielle particuliére : T'(x) = Ax avec A =11
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Matrice d’une application linéaire
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Matrice d’une application linéaire
Pour toute application linéaire T' : R™ — R™, il existe une matrice
A € R™ "™ unique telle que pour tout x € R"

T(x) = Ax

et A se trouve par la formule

A =[T(e)) T(es) ... T(ey)]

A est appelée la matrice canoniquement associée a T’
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Exercice 1
Déterminer A pour T : R? — R? lorsque
» T est I'homothétie T'(x) = 3x

> T est la rotation centrée a I'origine d'angle ¢
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Exercice 1

Déterminer A pour T : R? — R? lorsque
» T est I'homothétie T'(x) = 3x
> T est la rotation centrée a I'origine d'angle ¢

Réponse :

3 0 cosp —singp
et | .
0 3 sing  cosp
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Produit matriciel = composition d’applications

Soient les applications linéaires T et T associées aux matrices A
et B. Le produit AB correspond a la composition 17 o T5 :

ABx = A(TQ(X)) = T1 (TQ(X)) = T1 e} TQ(X)
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Exemples de transformations géométriques
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Note

P Pour cette section d'exemples géométriques, il est important
de consulter les figures du manuel a partir de la page 79, qui
illustrent les différentes transformation sur une image

» Tous les exemples considerent T : R? — R? et sa matrice
associée A € R?*?

MTH1008: algebre linéaire 15/27



Introduction Matrice d’une application linéaire Transformations géométriques Existence et unicité
000000 0000 00@00000 000000

Dilatations

» Dilatation horizontale : A = [g (1)]

» Dilatation verticale : A = [(1) 2]

» Distinguer les cas

1< k

0< k <1

-1< k£ <0
kE <-—1
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Réflexions

» Par rapport a 'axe des z : A = [(1) _(1)]

P> Par rapport a I'axe des y : A = [_é (1)]

» Par rapport a la droite y =x : A = [(1) (1)]
T -1 0
» Par rapport a l'origine 0 = (0,0) : A = 0 1
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Transvections

» Transvection horizontale : A = [(1) lﬂ

» Transvection verticale : A = []1 (1)]

» Distinguer lescas k <0 et k>0
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Rotations

De I'exercice 1, si T est la rotation centrée a I'origine d'angle ¢,
alors

A— |:C(?S @ —sin go}
sinp  cosep
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Projections

» Surl'axedes z : A = [(1) 8]

00
> ! . =
Sur 'axe des y : A [O 1]

> Surladroitey:m:A:%B ﬂ

» Sur l'origine 0 = (0,0) : A = [g 8]
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Exercice 2

Décrire les inverses des matrices précédentes
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Existence et unicité
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Existence : Application surjective

T : R™ — R"™ est dite surjective si tout vecteur de R™ est |'image
d’au moins un vecteur de R"™ (par T')

» T surjective < Im(7T) =R™

» T surjective < le systeme T'(x) = b posseéde au moins une
solution pour tout b € R™

» T non surjective < il existe b € R™ tel que le systeme
T(x) = b ne posséde pas de solution

.S S
MTH1008: algebre linéaire 23/27



Introduction Matrice d’une application linéaire Transformations géométriques Existence et unicité
000000 0000 00000000 00000

Unicité : Application injective

T :R™ — R™ est dite injective si tout vecteur de R™ est I'image
d’au plus un vecteur de R" (par T')

» T injective < le systeme T'(x) = b posséde soit une solution
unique, soit aucune, pour tout b € R™

» T non injective < il existe b € R™ tel que le systeme
T'(x) = b possede une infinité de solutions

» T injective <& T'(x) = 0 ne possede que la solution triviale

x =0, c'est a dire Ker(A) = {0} si T'(x) = Ax
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Injection et surjection avec A telle que 7T'(x) = Ax

T surjective ssi
» Im(A) =R™
» r(A) =m: A est de plein rang ligne

> Les lignes de A sont indépendantes

T injective ssi
> Ker(A) =2
» r(A) =n: A est de plein rang colonne
P Les colonnes de A sont indépendantes
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Exercice 3

Montrer que I'application associée a

1 -4 81
A=1|0 2 -1 3
0 0 0 5

est surjective et non injective
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Matrices et applications inversibles

» Une application T a la fois injective et surjective est dite
bijective. La matrice associée A est alors une matrice carrée
de plein rang (inversible)

» Pour A € R™ ", les énoncés suivants sont équivalents :

a A inversible
f T injective
i T surjective

> Si A est inversible, alors T est dite inversible aussi, et son
inverse est 7! I'application linéaire associée 3 A~!

» Si T est inversible, on aura
» T(T-!(x)) = x pour tout x € R"
» T-YT(x)) = x pour tout x € R"
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