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Liens avec le livre et exercices suggérés

2.5 Factorisations matricielles 1,3,6,7, 9, 15, 21, 23, 24, 25

3.1 Introduction aux déterminants 1, 3, 59, 13, 15, 21, 23, 24, 25
26, 29, 31, 38, 41

3.2 Propriétés des déterminants 1,3,5,7, 11, 13, 17, 18, 20, 24
26, 27, 31, 33, 35, 39, 41
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Factorisation LU
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Factorisation (ou décomposition) LU (1/2)

Etant donnée A € R™*", I'élimination sans permutation permet
d’écrire
A=LU

ol
» U est la matrice échelonnée obtenue par élimination

-1 -1 -1 - :
> L = (E,Ep—1-- E1) = El _‘“Ep—1Ep1 est le produit des
inverses des matrices d'élimination. Cette matrice est
triangulaire inférieure

Ceci est une factorisation (ou décomposition) LU de la matrice A
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Factorisation LU (2/2)

On remarque que :

» L est triangulaire inférieure

» L posséde des 1 sur sa diagonale

» L est dite triangulaire inférieure unipotente

» Chaque multiplicateur /;; est a sa position (4, j) dans L :
L(i,j) =

» U est échelonnée (ou triangulaire supérieure si m = n)
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Exemple 1

Effectuer la décomposition LU de

25 21
A= 49 -3 0
-2 3 7 2
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Cas particuliers

» Lorsqu'une ligne de A débute avec des zéros, il en est de
méme pour cette ligne de L

» Lorsqu'une colonne de A débute avec des zéros, il en est de
méme pour cette colonne de U
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Résolution d’un SEL

Un systéeme carré = deux systémes triangulaires

Pour résoudre un SEL carré Ax =b :
1. Factoriser A = LU

2. Résoudre LUx = b via deux systemes triangulaires :
2.1 Résoudre Lc = b par descente triangulaire

2.2 Résoudre Ux = c par remontée triangulaire

La solution au SEL est le x trouvé 3 I'étape 2.2

O
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Exemple 2

En utilisant la décomposition LU, résoudre le systeme 3 x 3

21 + bxo + 2x3 = 2
4r1 4+ 920 — 33 = 8
—2x1 4+ 3x9 + Tx3 = 10
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Complexité

» L'élimination sur A nécessite environ n3/3 multiplications et
n3/3 soustractions : Complexité de O(n?)

» La résolution pour chaque membre de droite nécessite n?
multiplications et n? soustractions : Complexité de O(n?)

> Résoudre un SEL se fait donc en O(n?)
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Factorisations LDU, LDLT, et PA=LU
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Factorisation LDU
Pour une matrice de taille 3 x 3, si dy, ds, d3 sont les pivots sur la
diagonale de U dans la factorisation LU et

d 0 0
D=| 0 do O
0 0 ds

alors en divisant les lignes de U par les pivots on obtient

di w2 w13 d 0 0 1 wig/di ws/dy
0 d2 u23 = 0 d2 0 X 0 1 U23/d2
0 0 ds 0 0 ds 0 0 1

U = D X U’

Ainsi, A = LU = LDU'. Ceci est la factorisation LDU de A
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Factorisation LDLT

> Si A est symétrique et se factorise en A = LDU alors
U=L" et

A=A"T=(LDU)' =U'DL" =LDL"

Ceci est la factorisation LDLT de A

2 4 =2
> Exemple 3 : lllustrer sur A = 4 9 -3
-2 -3 7
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Factorisation PA = LU

» Quand A~! existe, si un 0 apparait a la place d'un pivot alors
on peut obtenir un pivot non-nul en interchangeant deux
lignes a |'aide d'une matrice de permutation

» L'ensemble des permutations nécessaires a I'élimination peut
étre rassemblé en une matrice de permutation P

» || existe donc une matrice de permutation P telle que la
procédure d'élimination fonctionne pour la matrice PA

On obtient la factorisation suivante de A :

PA =LU
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Exemple 4

Donner deux décompositions PA = LU pour A =

N = O
N N =
© = =
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Déterminant
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Rappel : Matrice inverse 2 x 2

a

Si A= [ . b ] et ad — cb # 0, alors A~! existe et

d
1 d —b
Al =
ad—bc[—c a]

ad — bc est appelé le déterminant de A, noté

a b
c d

det (A) = ad — bec =
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Déterminant des matrices 2 x 2 et 3 x 3

a b ¢
> | d e f |=aei+dhc+ gbf — gec— ahf — dbi
g h 1

=a(ei —hf) —b(di — gf) + c(dh — ge)

e f d f d e
hi_b‘gi+c‘gh

=a

e
19/24
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Déterminant des matrices n x n pour n > 2

avec A;; la sous-matrice de A obtenue en supprimant la ieme
ligne et la jéme colonne de A et ¢;; = (—1)""7 det (A;) :

> Développement suivant la premiere ligne de A :

n

det (A) = Z( 1) +]a1] det Alj Zaljclj
j=1

> Développement suivant la ligne ¢ de A :
n
det (A) = Z Q;5Cij
j=1
> Développement suivant la colonne j de A :

n
det (A) = Z ;5 Cij
i=1
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Exemple 5

3 =7 8 9 —6
0o 2 -5 7 3
Montrer que det(A)=10 0 1 5 0|=-12
0 0 4 -1
0O 0 0 -2 0
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Propriétés

> Le déterminant n'est défini que pour des matrices carrées
> A inversible & det (A) #0

» Déterminant = =+ produit des pivots
= produit des valeurs propres

» Si A triangulaire : Déterminant = produit des éléments
diagonaux

v

det (A7) = det (A)
» det (AB) = det (A) det (B)
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Opérations

» Elimination : det (EijjA) =det (A) car det (E;5) =1

» Permutation : det (P;;A) = —det (A) car det (P;;) = —1
(sii 4 j)
» Multiplication des lignes par des scalaires :
det (DA) = (H D(i,z’)) det (A) avec D diagonale
i=1
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Reégle de Cramer pour la résolution d’un SEL

Soit le SEL Ax = b avec A inversible. La solution

x = (x1,x2,...,%,) est donnée, pour j =1,2,...,n, par
det (AJ)
Tj= T\
det (A)
avec
A]' = [al ag ... aj_l baj+1 an}

(matrice formée en remplacant la jeme colonne de A par b)
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