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MTH1008 — Algèbre linéaire appliquée
Série 1 : Vecteurs, matrices et indépendance linéaire

Exercices (énoncés)

Les numéros renvoient au manuel αlfa (série d’exercices.numéro).

Exercice 0.1 valide ou invalide ? (⋆)
Soient A un ensemble de vecteurs, F une famille de vecteurs, et x et y deux vecteurs.

Parmi les expressions suivantes, déterminer lesquelles sont valides.

1 x ∈ A ;
2 x ∈ F ;
3 x ⊆ A ;
4 x ⊆ F ;
5 {x,y} = A ;
6 {x,y} ∈ A ;
7 {x,y} ⊆ A ;
8 x ∈ R2 ;

9 x ⊂ R2

10 x = R2

11 x = (1 2) ;
12 x = (1 2)⊤ ;
13 x = (1, 2) ;
14 x = (1, 2)⊤ ;
15 x = [1, 2] ;
16 x = [1, 2]⊤ ;

17 x = [1 2] ;

18 x = [1 2]⊤ ;

19 x =

[
1
2

]
;

20 x =

[
1
2

]⊤
.

Exercice 0.2 ensembles et familles : repérage et réécriture (⋆)

1. Pour chacune des écritures suivantes, préciser si elle désigne un ensemble ou une
famille, puis la réécrire en respectant les conventions :

▷ (5, 2, 5) ;
▷ {e2, e1, e3} ;
▷ {p, p+ 1, . . . , n}.

2. Noter sous forme compacte l’ensemble des entiers de −3 à 4 (bornes incluses) en
utilisant la notation J·K.

3. Dire si la base canonique E = (e1, e2, e3) est un ensemble ou une famille.

Exercice 0.3 opérations sur ensembles et familles (⋆)
Soient A = {1, 3, 5} et B = (1, 3, 3, 4).

1. Préciser pour chacun s’il s’agit d’un ensemble ou d’une famille.

2. Déterminer :

(a) A ∪B ;

https://www.gerad.ca/Sebastien.Le.Digabel/Algebre/alfa.pdf
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(b) A ∩B ;
(c) B \A ;
(d) A \B.

Exercice 0.4 bon usage de l’opérateur Vect(·) (⋆)
Soient A et B deux ensembles, F et G deux familles, et x et y deux vecteurs. Parmi les

expressions suivantes, déterminer lesquelles sont valides.

1 Vect(B) = A ;

2 Vect(F ) = A ;

3 Vect(F ) = G ;

4 Vect(A) = F ;

5 Vect(x,y) ∈ A ;

6 Vect(x,y) ⊂ A ;

7 Vect(x,y) = A ;

9 Vect((x,y)) = A ;

10 Vect {x,y} = A.

Exercice 0.5 appartenance et inclusion – ensembles (⋆)
Soient les ensembles A = {1, 2, 4, 6} et B = {2, 4}. Indiquer à l’aide des opérateurs

d’appartenance et d’inclusion si un lien existe entre chacune des paires d’éléments suivantes :

1. 2 et B ;

2. {2} et A ;

3. 6 et B ;

4. {1, 6} et A ;

5. {1, 3} et A ;

6. A et B.

Exercice 0.6 appartenance et inclusion – familles (⋆)
Soient les familles F = (1, 2, 4, 6) et G = (2, 4). Indiquer à l’aide des opérateurs d’ap-

partenance et d’inclusion si un lien existe entre chacune des paires d’éléments suivantes.

1. 2 et G ;

2. (2) et F ;

3. {2} et F ;

4. F et G ;
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5. (4, 2) et F ;

6. (1, 2, 2, 4, 6) et F .

Exercice 0.7 appartenance et inclusion – familles de vecteurs (⋆⋆)

Soient les vecteurs u1 = (−1, 0, 1), u2 = (1, 0,−1), et u3 = (2, 0, 0), et les deux familles
F = (u1,u2,u3) et G = (u1,u3).

Indiquer à l’aide des opérateurs d’appartenance et d’inclusion si un lien existe entre
chacune des paires d’éléments suivantes.

1. u3 et G ;

2. −1 et u2 ;

3. (u2) et F ;

4. {u2} et F ;

5. F et G ;

6. (u3,u2) et F ;

7. (u1,u2,u2,u3) et F .

Exercice 1.1 Vrai ou faux ? (⋆)

Les énoncés suivants sont-ils vrais ou faux ?

1. Soit x un vecteur réel. On a alors x⊤x ≥ 0.

2. Soient A et B dans Rm×n. On a (A+B)2 = A2 + 2AB+B2.

3. Soit A une matrice carrée. Alors la matrice A2 est symétrique.

Exercice 1.2 transposée d’un produit de plus de deux matrices (⋆)

Soient A1, A2, . . ., Ap des matrices carrées de même taille. Montrer que

(A⊤
1 A

⊤
2 · · ·A⊤

p )
⊤ = ApAp−1 · · ·A1 .

Exercice 1.3 (⋆)

Soient A =

1 2 3
2 3 3
1 4 1

 ∈ R3×3, b =

11
1

, et c =

68
6

 ∈ R3.

1. Vérifier que Ab = c ;

2. Écrire c comme une combinaison linéaire des colonnes de A ;
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Exercice 1.4 (⋆)

Exprimer le produit Ax comme une combinaison linéaire des colonnes de A, avec A =
−1 1 2
0 1 −3
1 −2 1
7 3 −1

 et x = (x1, x2, x3).

Exercice 1.5 (⋆)

Exprimer la combinaison linéaire suivante comme le produit d’une matrice A et d’un
vecteur x :

x1

[
2
1

]
+ x2

[
1
1

]
+ x3

[
−1
0

]
+ x4

[
6

−4

]

Exercice 1.6 (⋆)

Soient a =

[
2
0

]
,b =

[
3
3

]
et c =

[
−
√
3

1

]
∈ R2.

1. Calculer la norme de ces trois vecteurs.

2. Calculer ⟨a,b⟩ et ⟨a, c⟩ de deux façons différentes.

3. Sachant que b = 3
√
3+3
2 a+ 3c, en déduire ⟨b, c⟩.

Exercice 1.7 théorème de Pythagore (⋆⋆)

Soient x,y ∈ Rn.

1. Montrer que ∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2 ∥x∥2 + 2 ∥y∥2.
2. Si, de plus, x et y sont orthogonaux, montrer que ∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2.

Exercice 1.8 cas d’égalité de l’inégalité triangulaire (⋆ ⋆ ⋆)

Soient x,y ∈ Rn non nuls.

1. Montrer que si y = αx avec α > 0 alors ∥x+ y∥ = ∥x∥+ ∥y∥.
2. Montrer que si y = αx avec 0 > α > −1 alors ∥x+ y∥ = ∥x∥ − ∥y∥.
3. Montrer que si ⟨x,y⟩ = ∥x∥ ∥y∥ alors x et y sont colinéaires en étudiant la norme de

y − ⟨x,y⟩
∥x∥2 x.

4. Montrer que si ∥x+ y∥ = ∥x∥+ ∥y∥ alors ⟨x,y⟩ = ∥x∥ ∥y∥.
5. En déduire une condition nécessaire et suffisante sur la cas d’égalité de l’inégalité

triangulaire.
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Exercice 1.9 équation d’un plan généré par deux vecteurs (⋆)
Soient u = (1, 2, 3) et v = (0, 1, 1) deux vecteurs de R3. Donner l’équation du plan

Vect(u,v).

Exercice 1.10 produits et additions compatibles ? (⋆)
Soient les matrices et vecteurs suivants :

A ∈ R3×2, B ∈ R2×4, x ∈ R2, y ∈ R3.

Pour chacune des expressions ci-dessous, indiquer si l’opération est bien définie. Si oui,
préciser le type (matrice ou vecteur) et les dimensions du résultat. Sinon, expliquer pourquoi
l’opération est impossible.

1. Ax

2. BA

3. A+ y

4. A⊤y

5. x⊤A

Exercice 1.11 (⋆)

Soient A =

[
1 3 4
4 0 2

]
, et B =

−2 3
1 2
6 0

.

1. Calculer AB selon les quatre points de vue du cours.
2. Calculer BA selon les quatre points de vue du cours.

Exercice 1.12 (⋆)
Soient les matrices et vecteurs suivants :

A =

 1 2 −1
0 3 2
−1 1 4

 , B =

 2 0
−1 3
1 −2

 , C =

[
1 −1 2
3 0 1

]

u =

 2
−1
3

 , v =

[
1
4

]
, w =


−2
1
0
3


Pour chacune des expressions suivantes, déterminer si l’opération est bien définie. Si oui,
préciser les dimensions du résultat et le calculer. Si non, expliquer pourquoi.

1. A+B⊤
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2. (CB)⊤ +A

3. Au+Bv

4. C(Au)− 2v

5. (A+A⊤)u

Exercice 1.13 (⋆)

Soient A =

[
cos(a) − sin(a)
sin(a) cos(a)

]
,B =

[
− cos(b) − sin(b)

sin(b) cos(b)

]
, avec a, b ∈ R.

1. Calculer AB.

2. Calculer A2.

3. Calculer An.

Exercice 1.14 (⋆⋆)

Soit A =

[
1 1
1 1

]
∈ R2×2. Trouver les matrices telles que AB = BA.

Exercice 1.15 (⋆⋆)

Soit A ∈ Rn×n avec des 1 sur la surdiagonale et des 0 ailleurs. Calculer Ak pour k ∈ N.

Exercice 1.17 (⋆)

Soit A =

0 0 0
0 0 3
0 0 0

. Exprimer A en fonction de e2 = (0, 1, 0) et e3 = (0, 0, 1).

Exercice 1.33 (⋆⋆)

Montrer qu’une matrice antisymétrique a seulement des zéros sur sa diagonale.

Exercice 1.34 (⋆⋆)

Soient A et B deux matrices et x un vecteur tels que Ax = Bx. Peut-on en conclure
que A = B ?

Exercice 1.35 (⋆⋆)

Soient A =

[
1 2
2 3

]
et B =

[
3 0
0 1

]
deux matrices de R2×2.

1. Calculer la norme de Frobenius de ces matrices.

2. Vérifier que | ⟨A,B⟩ | ≤ ∥A∥F ∥B∥F.
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Exercice 5.28 (⋆)
Soient u, v et w trois vecteurs de R3. Donner des conditions sur ces vecteurs pour que

Vect(u,v,w) soit

1. R3 ;

2. Un plan de R3 ;

3. Une droite de R3 ;

4. {0}.

Exercice 5.29 (⋆)
Dans chacun des cas suivants, décrire géométriquement Vect(F ) et en donner une re-

présentation paramétrique :

1. F = ((1, 1)) ⊂ R2 ;

2. F = ((1, 0), (0, 1)) ⊂ R2 ;

3. F = ((1, 1), (−1, 1)) ⊂ R2 ;

4. F = ((1, 1), (−1,−1)) ⊂ R2 ;

5. F = ((1, 0), (0, 1), (1, 1)) ⊂ R2 ;

6. F = ((1, 0, 1), (1, 0,−1)) ⊂ R3 ;

7. F = ((1, 0, 1), (1, 0,−1), (0, 2, 0)) ⊂ R3 ;

8. F = ((1, 1, 1), (−1, 1, 0), (0, 2, 1)) ⊂ R3 ;

9. F = ((1, 0, 1), (−1, 0,−1), (2, 0, 2)) ⊂ R3.

Quel point (de R2 ou de R3) appartient à chacun de ces ensembles générés ?


