La SVD Applications et exemples
00000000 0000

13. Décomposition en valeurs singuliéeres
(SVD)

MTH1008

Sébastien Le Digabel
Polytechnique Montréal

H2024
2024-04-17

v3

O
MTH1008: algeébre linéaire 1/15



La SVD Applications et exemples
00000000 0000

Plan

1. Décomposition en valeurs singulieres (SVD)

2. Applications et exemples

O
MTH1008: algeébre linéaire 2/15



La SVD Applications et exemples
00000000 0000

Liens avec le livre et exercices suggérés

7.4 Décomposition en valeurs singulieres 1, 3, 5,7, 9, 11, 13, 15, 17,
19, 21, 23, 24, 25
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Rappels

1. Si A est carrée n x n avec n vecteurs propres indépendants
alors A est diagonalisable : ST!AS = A et A = SAS™!

2. Si A est symétrique :

> Elle est diagonalisable (théoreme spectral)
» Ses vecteurs propres peuvent &tre choisis orthonormaux
> QTAQ=Aect A=QAQT

3. Si A est symétrique et semi-définie positive alors QT AQ = A
ou \; > 0 pour tout i € {1,2,...,n}

SVD : Diagonalisation d’une matrice quelconque m x n, avec des
vecteurs singuliers orthogonaux
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Théoreme : Décomposition SVD

Une matrice A de taille m x n et de rang r peut décomposer A
comme suit :

A=UxV' = alulvlT + 02u2v2T 4+ 4 U,-urv;l—

avec U € R™*™ et V € R™ " deux matrices orthogonales, et
3 € R™*™ une matrice “diagonale” formée par les r valeurs
singuliéres 01,09, ...,0,
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Valeurs singulieres
Soit A € R™*" de rang r. La matrice AT A € R™ ™ est
symétrique et semi-définie positive. Soient :

> o2, 02,...,02 les valeurs propres de ATA. Les r premieres

sont strictement positives. Les n — r suivantes sont nulles

» Les o, sont les valeurs singulieres de A (pour i =1,2,...,7)

> g, = ,/01-22 0 : Les valeurs singulieres sont toujours positives
ou nulles
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Vecteurs singuliers (deux ensembles : u et v)
Soient de plus :
> vi,vy...,v,. € R" |les vecteurs propres correspondant aux
valeurs propres strictement positives de AT A

lls peuvent étre pris comme orthonormaux, forment une base
de Im(AT), et sont appelés les vecteurs singuliers de A

» Vy41,Vr42 ...,V € R™ une base orthonormale de Ker(A)
» uj,ug,...,u, € R™ les vecteurs unitaires de Im(A) définis
par

1
u; = —Av; pouri=1,2,....r
1

lIs sont orthonormaux, forment une base de Im(A), et des
vecteurs propres de AA T Ils sont aussi appelés singuliers

> W1,U2 ..., U, € R™ une base orthonormale de Ker(AT)
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Diagonalisation AV, = U, X,

> A est diagonalisée avec

Avy =o1u; , Avyo =o09usy, ... , Av, = o,u,

» Sous forme matricielle : AV, = U,X, :
o1
A Vi e V'I‘ — u; e uT
Or
(mxn)(nxr)=(mxr)(rxr)
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Complétion de U, V, et X

» On compléte U, et V,. avec w11, Upy9,...,U,, et
Vr41, Vr42, ..., Vy pour obtenir les matrices U et 'V carrées
et orthogonales

» Les matrices U et V contiennent alors des bases
orthonormales pour les quatre sous-espaces :
7 premitres colonnes de V: Im(AT)
n —r  derniéres colonnes de V :  Ker(A)
r  premieres colonnes de U : Im(A)
m —r  derniéres colonnes de U : Ker(AT)

N

» On passe aussi de 30, € R™*" 3 ¥ € R™*" en ajoutant m — r
lignes de zéros et n — r colonnes de zéros
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Décomposition A = UXV' (SVD)

On a
AV=UX, A=UXV', et X =U"AV

avec les matrices

V=[V1 vy e vn}eR”X”
U:[ul uy - um]eRmxm
_ o 0 -
g9 . 0
2: - eRan
0 oy
0 0
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2. Applications et exemples
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Exemples

Donner la décomposition SVD des matrices

]
G

et
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Conditionnement d’'une matrice

» Le conditionnement de la matrice A, noté k(A), mesure a
quel point la solution de Ax = b change lorsque b change

» (C'est la sensibilité de Ax = b relativement a b

» |l est préférable d'avoir k(A) le plus petit possible afin de
minimiser I'erreur numérique sur x lors de la résolution de
Ax=Db

» Avec une norme matricielle |.|, on a x(A) = ||[A7L]| x ||A]

» Avec les valeurs singuliéres, on a k(A) = ?“‘?;((A‘A‘)) ou opin(A)

et omax(A) sont les plus petite et plus grande valeurs
singulieres, respectivement
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Application : Approximation d’une matrice pour la
compression (avec pertes)

A=UxV' = Jlulv]— + 02u2v;— + -+ arurv;r

peut s'écrire

T T T
A=omumVva) T oueVe) T T o) Ve
avec (1) I'indice de la plus grande valeur singuliere, (2) I'indice de
la deuxieme plus grande valeur singuliere, etc.
» Chaque matrice aiuiviT est de rang 1

» Toute troncature a droite de cette somme donnera une
approximation de A

Exemple pour la compression d'images :

https://timbaumann.info/svd-image-compression-demo/
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