MTH1008 — Algébre linéaire appliquée
Série 10 : Orthogonalité

Exercices (énoncés)

Les numéros renvoient au manuel alfa (série d’exercices.numéro).

Exercice 5.34 (xx)

Soient V' = Vect{vy,..., vy} et W = Vect{wy,...,w,} deux sous-espaces vectoriels
de R"™. Le but est de montrer que :

VIWe{vi,...,vp} L{w,...,wp}

Partie 1 : Supposons V' 1L W.
1. Montrer que pour tout ¢ € {1,...,n} et j € {1,...,p}, (vi, w;) =0.
2. En déduire que {vy,..., vy} L {wi,...,wp}.

Partie 2 : Supposons maintenant {vq,...,v,} L {wq,...,w,}.

1. Soient v € V et w € W, montrer qu'il existe (ai,...,an) et (by,...,b,) tels que :
V=a1vi+- -+ apVy, W=bwi+- -+ byw,

2. Utiliser ces expressions pour montrer que (v, w) = 0.

3. Conclure que VL W.

Exercice 5.35 (%)

Soit (vi,...,vy) une base orthonormée de R" et

la matrice correspondante.
1. Montrer que O 'v; = e;, ol e; est le i-iéme vecteur de la base canonique.
2. Sachant que O'TO = [OTvl OTvn], conclure que OO = I. En fait :

O est orthogonale < OTO =1

3. Soit v € R™ tel que ||v|| = 1, montrer que H =1 —2vv ' est orthogonale.
4. Montrer que H est aussi symétrique.
5. Soient A et B deux matrices orthogonales et symétriques telles que AB = —BA,

1
montrer que — (A + B) est orthogonale et symétrique.

V2
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Exercice 5.36 (%)

1. Vérifier si la famille (v1, vo, v3) de R? avec

1 0 1
V1 = 0 , Vo = 1 , V3 = 0
1 0 -1

est orthogonale.
2. Cette famille forme-t-elle une base de R3?
3. Cette famille forme-t-elle une base orthonormale de R? ?

Exercice 5.37 (¥x*)

1. Vérifier si la famille (v, ve, v3) avec

1 1 0
V1] = 1 , Vo = -1 , V3 = 0
0 0 2

est orthogonale et si ¢’est une base de R3.

Exercice 5.38 (xx)
1. La famille (v, va,v3) de R* est-elle orthogonale si
V1 =

, V2 = , V3 =

OO O =
O~ = O
o~ O O

2. Cette famille forme-t-elle une base de R*?

3. Cette famille forme-t-elle une base orthonormale de R*?

Exercice 5.39 (%)

1. Dans R?, la famille (vy, va, v3,vy) avec

el o= e [

est-elle orthogonale ?



Exercice 5.40 (%)

1. Vérifier 'orthogonalité de la famille (v, vs,v3) de R? ou

2 0 0
vi=|[0|,vo=[3]|,v3= [0
0 0 1

Exercice 5.41 (%)

1. La famille (uy, uz,u3) avec

1 0
u; = 0 , Uy = 1 ,U3:0
0 0
est-elle orthogonale ?
2. Est-ce une base de R3?
Exercice 5.42 (%)
Soient les vecteurs
1 0
vi= [0]|,v2 = 1| ,v3= |0
0 -1 1

a) Ces vecteurs sont-ils orthogonaux ?
b) Forment-ils une base de R3?
c¢) Forment-ils une base orthonormale de R3?
Exercice 6.13 (%)
1. Soit
1 2
a-ly 3.
Vérifier que Im(A) et Ker(AT) sont orthogonaux en explicitant une base de chaque
sous-espace.

Exercice 6.14 (%)



1. Avec

10
A=10 1],
11
montrer que Im(A) L Ker(A ") et donner une base de chaque sous-espace.

Exercice 6.15 (%)

Soit

A=

— N
Ll S N
= o W

a) Veérifier que Im(A ) et Ker(A) sont orthogonaux en explicitant une base de chacun
de ses sous-espaces.

b) Donner le projection de x = (4,0, 2) sur Ker(A), et vérifier qu’elle appartient bien a
Ker(A).

c¢) Donner le projection de x = (4,0,2) sur Im(A "), et vérifier qu’elle appartient bien &
Im(AT).

d) Vérifier que la somme de ces deux projections donne x.

Exercice 6.25 image et noyau d’une matrice symétrique (**)

Soit M € R™ ™ une matrice symétrique, c’est-a-dire M'T = M. On souhaite établir pas
a pas la propriété fondamentale :

Im(M) = Ker(M)=.

sans utiliser le théoréme « Orthogonalité des sous-espaces fondamentaux ».
1. Montrer que Im(M) C Ker(M)+.
2. Comparer les dimensions de Im(M) et de Ker(M)=.
3. Conclure que Im(M) = Ker(M)+.

Exercice 9.2 projection sur une famille non orthogonale (xx)

Soient u; et uy deux vecteurs d’un espace vectoriel quelconque, et notons W = Vect(uy, ug).
Le but de cette question est de montrer par un contre-exemple simple dans R?, que si la
famille (uj,u2) n’est pas orthogonale, la décomposition de la projection orthogonale sous
la forme

Projy (x) = Projy, (x) + Projy, (x)



n’est plus valide. Soient

1 0 2
u; = |0, wu= 1 et x= |1},
1 -1 3

ainsi que W = Vect(uy, uz).
1. Vérifier que la famille (uy,uz) n’est pas orthogonale.

2. Calculer le vecteur suivant, dont il faut montrer qu’il n’est pas égal & Projy, (x) :
X1 = Projy, (x) + Proj,, (x).

3. Calculer dist(x,X1).

4. Vérifier que
8/3
iz = 1/3 €L
7/3
et calculer dist(x, X2).

5. Conclure de ce qui préceéde, que X1 n’est pas le projeté orthogonal de x sur W.

Exercice 9.3 (%)

Soit W un sous-espace vectoriel de R™. Soient également w, w’ € W et x € R" tels que
dist(x, w) = 2v/2 et dist(x, w’) = 21/3. Est-il possible que Projy (x) = w'?

Exercice 9.4 matrice de projection sur une image (x*)

Soient A € R™*™ et I'application linéaire

T: R™ — Im(A)
y — Projaly)’

En supposant que rg(A) = n, montrer que la matrice représentant T' dans la base canonique
est A(ATA)TTAT,
Exercice 9.5 (%)

On note W = Vect(u). Calculer a chaque fois le projeté orthogonal de x sur W puis
dist(x, W).

L x=(0,1), u=(-1,1);

2. x=(2,2,0), u=(1,0,1);
3. x=(1,0,0), u=(0,1,0);

4. x=(1,1,1), u = (0,0,0) = 0s.



Exercice 9.6 (%)

On note W = Vect(uy, ug). Calculer a chaque fois le projeté orthogonal de x sur W
puis dist(x, W).

1. x=(1,1,2), u; = (2,0,1), ug = (1,0, —2) ;

2. x=(1,2,2), u = (0,2,1), uy = (—1,0,1).

Exercice 9.7 (xx)

On note W = Vect(uy, ug, usz). Calculer a chaque fois le projeté orthogonal de x sur W
puis dist(x, W).

1. x=(4,2,2,-1),u; = (1,1,-1,1), ug = (3,3, -2,0), ug = (3,1,4, —4);

2. x=(0,2,-1,4), uy = (1,1,1,1), ug = (1,1,—1,1), ug = (0, —1,2,1).

Exercice 9.8 (%)
On note W = Vect(uy, ug, us). Calculer a chaque fois le projeté orthogonal de x sur W.
1. x=(1,1,2), u; = (2,0,1), ug = (1,0, —-2), uz = (3,0, 1) ;
2. x=(1,2,2), uy = (0,2,1), ug = (—1,0,1), ug = (-1, -4, —-1).

Exercice 9.9 (xx)
Calculer le projeté orthogonal de x sur W avec :
L x=(11), W= {WER2:2w1+w2:O};
2. x=(1,1,2), W ={w e R¥: wy + wp = 0};
3. x=(-1,3,1,2), W = {w € R* : wy + 2wz — wy = 0}.

Exercice 9.10 (%)
Soient x = (1,—2,1) et W = {w € R® : w; + wy + w3 = 0}. Calculer dist(x, W).

Exercice 9.11 (%)
Soit V' un espace vectoriel quelconque.

1. Soient p € N,p < dim(V) et (uy,ug,...,u,) une famille orthogonale de V' avec u; #
0,7 € [1;p]. On note W = Vect(uy,uz,...,up,) et P:x € V — P(x) = Projy (x).
Montrer que P est une application linéaire.

2. [Une légére extension.]| Soient W un sous-espace vectoriel quelconque de V et P : x €
V +— P(x) = Projy, (x). Montrer que P est une application linéaire.

Exercice 9.13 (%)

Soit A € R™*" telle que rg(A) = n < m. On note P € R™*™ la matrice de projection
orthogonale sur Im(A).



1. Montrer que Ker(P) = (Im(A))*.
2. En déduire que rg(P) = n.

Exercice 9.14 (%)

Soit u € R™ un vecteur normalisé. Montrer que la matrice associée a la projection

orthogonale sur Vect(u) est donnée par uu'.



