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Exemples de montages de ressorts en série

> 3 masses

» On veut des équations
pour le déplacement des
masses (u) et les
tensions dans les ressorts

(¥)

» 4 ou 3 ressorts 2
o)

fixé-fixé fixé-libre
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Définitions pour le cas général du montage en série

>

>

>

u = (uj,ug,...,u,) : déplacement de n masses. Positions
verticales et positives si déplacement vers le bas

vy = (y1,Y2,---,Ym) : forces internes de m ressorts. Positives
si tension et négatives si compression

e = (e1,e9,...,€y) : allongement des ressorts

f = (mq,ma,...,my)g : forces externes sur les n masses
(c1,€9,...,Cpy) : constantes des ressorts. Forment les
éléments diagonaux de C' € R™*™

A € R™*" - Matrice de différences

K € R™ ™ : Matrice de rigidité avec K = ATCA
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Relations
ueR”, yeR”™ ecR™ feR" CeR™™ AcR™" et
K =ATCA e R
» Loi de Hooke (ou loi constitutive) :
Force d'étirement = constante du ressort x distance

d'étirement :
y=Ce

> équation cinématique :

e = Au

» Equilibre des forces :

f=ATy=A"Ce=A"CAu= Ku

e
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Cas fixé-fixé avec n = 3 masses et m = 4 ressorts
Les relations entre allongements des ressorts et déplacement des
masses : €1 = U1, €2 = Uz — U1, €3 = U3 — U €t e4 = —ugs,
permettent de définir

1 0 0
4 _ | -1 1 0 4x3
A=Ay = 0 —1 1 eR
0 0 -1
La matrice de rigidité est alors
c1+co —C2 0
K=Ky= —cCo Cco +cC3 —cC3 e R3*3
0 —c3  c3+cy

(tridiagonale, symétrique, définie-positive, inversible)

O
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Exemple 1

Pour le cas fixé-fixé avec n = 3 masses et m = 4 ressorts, exprimer
les déplacements u, les allongements e lorsque
Cl=C=cCg=c4=cetmi=mo=m3=m
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Cas fixé-libre avec n = 3 masses et m = 3 ressorts

Les relations entre allongements des ressorts et déplacement des
masses : e1 = ui, €3 = Us — U1, et e3 = ug — uy, permettent de
définir

1 00
A=A1=| -1 1 0] eR>
0 -1 1

La matrice de rigidité est alors

c1+ ¢ —cC3 0
K=K = —C2 co+Cc3 —cC3 € R3*3
0 —C3 C3

(Ko avec ¢4 = 0; Tridiagonale, symétrique, définie-positive,
inversible)
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Exemple 2

Pour le cas fixé-libre avec n = 3 masses et m = 3 ressorts,
exprimer les déplacements u, les allongements e lorsque
cl=C=cg=cetmi=mo=m3=m
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Cas libre-libre avec n = 3 masses et m = 2 ressorts

P Les relations entre allongements des ressorts et déplacement

des masses : e; = ug — uj et es = uz — ug permettent de
définir

(-1 107 axs
A‘[ 0 -1 1]€R

» A est de rang 2 et (1,1,1) génere son noyau. On peut donc
avoir des déplacements u # 0 des masses qui n'étirent pas les
ressorts : e = Au=0

» La matrice de rigidité est

C1 —C1 0
K= —C1 C1+ca —c2 € R3%3
0 —C9 C2

> K est de rang 2 et ne peut s'inverser
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Introduction

P La série de ressorts devient une tige solide élastique en
considérant plusieurs petites masses de plus en plus proches
(N morceaux de longueur Az)

» Travail personnel : Lire les pages 418 a 420
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