MTH1007 — Algébre linéaire pour ingénieurs
Série 10 : Projections

Exercices (énoncés)

Les numéros renvoient au manuel alfa (série d’exercices.numéro).

Exercice 9.2 projection sur une famille non orthogonale (xx)

Soient u; et uy deux vecteurs d’un espace vectoriel quelconque, et notons W' = Vect(uy, ug).
Le but de cette question est de montrer par un contre-exemple simple dans R?, que si la
famille (uj,u2) n’est pas orthogonale, la décomposition de la projection orthogonale sous
la forme
Projy, (x) = Proj,, (x) + Proj,, (x)

n’est plus valide. Soient

1 2
u = |0 , U = 1 et x= |1 s
1 -1 3
ainsi que W = Vect(uy, uz).
1. Vérifier que la famille (uy,uz) n’est pas orthogonale.

2. Calculer le vecteur suivant, dont il faut montrer qu'’il n’est pas égal & Projy, (x) :
X1 = Proj,, (x) + Proj,, (x).

3. Calculer dist(x,X1).

4. Vérifier que
8/3
iz = |1 / 3| €L
7/3
et calculer dist(x,X2).

5. Conclure de ce qui préceéde, que X1 n’est pas le projeté orthogonal de x sur W.

Exercice 9.3 (%)
Soit W un sous-espace vectoriel de R"™. Soient également w, w’ € W et x € R" tels que
dist(x, w) = 2v/2 et dist(x, w’) = 2v/3. Est-il possible que Projy, (x) = w’?
Exercice 9.4 matrice de projection sur une image (x*)
Soient A € R™*™ et I'application linéaire
T: R™ — Im(A)
y — Proja(y)’


https://www.gerad.ca/Sebastien.Le.Digabel/Algebre/alfa.pdf

En supposant que rg(A) = n, montrer que la matrice représentant 7" dans la base canonique
est A(ATA)TTAT.

Exercice 9.5 (%)

On note W = Vect(u). Calculer a chaque fois le projeté orthogonal de x sur W puis
dist(x, W).

L x=(0,1), u=(-1,1);

2. x=(2,2,0), u=(1,0,1);
3. x=(1,0,0), u=(0,1,0);

4. x=(1,1,1), u = (0,0,0) = 0s.

Exercice 9.6 (x)

On note W = Vect(uy, uz). Calculer a chaque fois le projeté orthogonal de x sur W
puis dist(x, W).

L x= (171a2)7 u; = (2a0a 1)7 uz = (1,0, _2);
2. x= (1,2,2), u; = (0727 ]_)7 ug = (_1707 ]_)

Exercice 9.7 (xx)

On note W = Vect(uy, ug, uz). Calculer a chaque fois le projeté orthogonal de x sur W
puis dist(x, W).

L x= (4?2727 _1)7 u; = (17 17_17 1)7 uz = (3737 _270)7 us = (37 1747 _4)7
2. x= (0’2’ _1?4)? u; = (1? 17 17 1)7 Uz = (17 17_17 1)7 uz = (07 _]-327 1)

Exercice 9.8 (%)
On note W = Vect(uy, uz, ug). Calculer a chaque fois le projeté orthogonal de x sur W.
1. x=(1,1,2), uy = (2,0,1), uz = (1,0, -2), uz = (3,0, —1);
2. x=(1,2,2), uy = (0,2,1), ug = (-1,0,1), ug = (-1, -4, —-1).

Exercice 9.9 (%)
Calculer le projeté orthogonal de x sur W avec :
L x=(1,1), W ={wecR?: 2wy + wy =0};
2. x=(1,1,2), W ={w e R¥: wy + wp = 0};
3. x=(-1,3,1,2), W = {w € R* : wy + 2wz — wy = 0}.



Exercice 9.10 (%)
Soient x = (1,-2,1) et W = {w € R® : wy + wy + w3 = 0}. Calculer dist(x, W).

Exercice 9.11 (%)
Soit V' un espace vectoriel quelconque.

1. Soient p € N,p < dim(V) et (uy, ug,...,u,) une famille orthogonale de V' avec u; #
0,7 € [1;p]. On note W = Vect(uy,us,...,up) et P:x € V = P(x) = Projy, (x).
Montrer que P est une application linéaire.

2. [Une légére extension.| Soient W un sous-espace vectoriel quelconque de Vet P : x €
V +— P(x) = Projy (x). Montrer que P est une application linéaire.

Exercice 9.13 (xx)

Soit A € R™*™ telle que rg(A) =n < m. On note P € R™*™ la matrice de projection
orthogonale sur Im(A).

1. Montrer que Ker(P) = (Im(A))*.
2. En déduire que rg(P) = n.

Exercice 9.14 (%)

Soit u € R™ un vecteur normalisé. Montrer que la matrice associée & la projection

orthogonale sur Vect(u) est donnée par uu'.



