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1. Vecteurs et combinaisons linéaires
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Vecteurs en deux dimensions

Un vecteur bidimensionnel s'écrit :

v
V:[vl ] GRQavecvl,vgeR
2

(par convention, un vecteur est toujours sous forme de colonne)
» v, est la premiére composante de v

P> vy est la deuxiéme composante de v

Notation :
» Dans les diapositives et dans le livre : v
> A la main (tableau, copies, etc.) : 7 ou v
Pour gagner de |'espace, on peut écrire v = (v, v2)

Plus tard, on pourra aussi écrire v = [v; UQ]T (sous forme de ligne)
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Représentation graphique d’un vecteur 2D
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Opérations sur les vecteurs en deux dimensions
Siv= [ Zl ] et w= [ Zl ] et ¢ € R alors on définit :

2 2

» L’addition :
Sl PR P R ey
V2 w2 V2 + w2
» La multiplication par un scalaire :
n )= ]
cv=c =
V2 CU9
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Représentation graphiq

y

ue : Addition et soustraction
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Représentation graphique : Multiplication par un

scalaire

cv (c>0)

CV (c<0)
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Vecteurs en dimension n

Un vecteur en dimension n s'écrit :

U1
v = 0:2 =[vy v2---vn]" = (v1,00,...,0,) € R"
v
avec v1,v9,...,U, € R les composantes de v
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Opérations sur les vecteurs
Siu=(u,ug,...,u,) € R" et v=(v1,v2,...,v,) € R” sont des

vecteurs de méme dimension et si ¢ € R alors on définit les
opérations

» d'addition :

u+v=(u +vp,us+va...,u, +v, €R"
» de multiplication par un scalaire :
cv = (cvp, vy, ..., cop) €R?
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Combinaisons linéaires

» Une combinaison linéaire de p vecteurs est une somme de la
forme
n
vy +cavo + -+ vy ER

ol C1,C2,...,Cp eR et V1,V2,...,Vp e R"
» Combinaisons linéaires importantes (pour p = 2) :

v+ 1w addition)

(
v —1w (soustraction)
0v+0w =0 (vecteur nul)
cv + 0w = cv  (multiplication par un scalaire)
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Questions importantes

Si u, v, w sont des vecteurs en trois dimensions (ou plus), quelle
est la représentation de toutes leurs combinaisons linéaires ?

1. cu? Une droite (sauf si u = 0)
2. cu+dv? En général, un plan (mais pas toujours)

3. cu+dv + ew? En général, un espace tridimensionnel (mais
pas toujours)

(pour tous réels ¢, d, e)
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Indépendance et dépendance linéaire
Question : Donnés uj, uy,...,u, € R", existe-t-il une
combinaison linéaire telle que

x1u1+x2u2+---+$pup=0?
Réponse : Oui, on choisit z1 =22 =--- =2, =0

Question : Y a-t-il d’autres combinaisons linéaires ?
Réponse : Ca dépend des vecteurs u;, j € {1,2,...,p}

1. Si la seule combinaison linéaire des vecteurs qui donne 0 est
celle avec 1 = x9 = --- = x,, = 0 alors on dit que les
vecteurs sont /inéairement indépendants

2. S'il y a plusieurs combinaisons linéaires des vecteurs qui
donnent 0 alors on dit que les vecteurs sont /inéairement

dépendants
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2. Longueur et produit scalaire
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Produit scalaire et norme (longueur)

» Le produit scalaire de deux vecteurs v et w en dimension n est

n
Vew=wev =) vaw;=vw + vawy+ -+ vpwy, € R

i=1

» Plus tard on préferera la notation v-w =v' w

» Ne pas utiliser le point “" pour la multiplication

» La norme (euclidienne) d'un vecteur v est

IVl = (v V)2 = \Jo +od 42 R
» Un vecteur v est unitaire si ||v|]| =1
. A4 e
» Si v £ 0 alors le vecteur — est unitaire

INgl
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Angle entre deux vecteurs

Géométriquement, I'angle 0 entre deux vecteurs u et v est le plus
petit des deux angles formés par les fleches qui les représentent :
Onadonc0<0<m

Algébriquement, on a

u-v
0) = ———
0 = ]
On voit que
>u-v>0&0<0<7 (angle aigu)
> u-v=0&60=7 (u et v sont perpendiculaires)
>uv<0ei<i<n (angle obtus)
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Deux inégalité importantes

Inégalité de Schwarz
Pour tous vecteurs u et v :

[u-v| < flul| [}v]

Inégalité du triangle
Pour tous vecteurs u et v :

u+ v <uf +v]
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3. Matrices et vecteurs
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Matrice

Une matrice de taille m x n est un tableau de nombres arrangés en
m lignes et n colonnes :

ail ai2 o A1n
A— a1 a2 s Q2n c Ran
Gml Gm2 - Gmn

Le nombre a;;, pour i € {1,2,...,m} et j € {1,2,...,n}, est le
coefficient (ou élément) de A situé sur la i-ieme ligne et la j-ieme
colonne. Il est aussi noté A(i,j)
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Produit d’une matrice et d’un vecteur (1/2)
Si u, v, w sont trois vecteurs avec n = 3, alors la matrice ayant
pour colonnes ces vecteurs est

uyp v wi
Az[uvw]z uy vy wy | € R3X3
u3 V3 w3

Si x = (21,72, 23) € R3, alors on définit

[w v wy x1 (ur,vi,wr) - (x1, x2, 3)
Ax = | uz v2 we o | = | (u2,v2,ws) - (v1,22,23)
usz vz ws x3 (U3,U3,w3) . (.'171,(172,%3)

urr1 + vire + wixs
= Usx1 + Voo +woxy | = b € R3
usxr1 + v3ro + wsrs
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Produit d’une matrice et d’un vecteur (2/2)

Autre point de vue :

ui U1 w1
Ax=ziu+z9v+asw=x1 | us | +x9 | vo | +23 | wo
us U3 w3

Ainsi :
» Premier point de vue : chaque composante de Ax est le
produit scalaire d'une ligne de A avec x

» Deuxieme point de vue : le produit Ax est une combinaison
linéaire des colonnes de A
Si Ax = b alors on dit que A agit sur le vecteur x pour donner le
vecteur b
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Systemes d’équations linéaires (SEL)

Si b = (b1, be,bs3) alors on cherche x = (1, x9,x3) tel que

Ax=Db
ou encore
T1Uu1 + 2201 + T3W1 by
TiUug + Tov2 +x3we | = | b2
r1u3 + T2v3 + T3W3 b3
ou encore

Tiuq + 1201 + x3W1 = by
T1Ug + Tovg + T3we = by
rius + 203 + x3Ww3 = b3
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