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Introduction

» Ces diapositives sont a maitriser avant le premier cours de la
session

> Le prétest, qui aura lieu lors de la premiére séance de TD,
portera sur
» le bon usage des notations
> les opérations vectorielles
» les opérations matricielles

» Parties du manuel alfa a lire en complément :
Notations et terminologie

1.1 : Vecteurs colonne

1.2 : Matrices

1.3 : Déterminant d'une matrice

1.4 : Matrices inverses

5.2.1 : Indépendance linéaire

O
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Vecteurs 2D
Un vecteur 2D s'écrit :

v
vV = |:U1:|€R23V6C’()1,’02€R
2

(par convention, un vecteur est toujours sous forme de colonne)

» v est la premiére composante de v
» v est la deuxiéme composante de v

Notation :
» Dans les diapositives et dans le manuel : v
» A la main (tableau, copies, etc.) : ¥ ou v
» Pour gagner de |'espace, on peut écrire
v = (v1,v2) = [v1 V2] T (sous forme de ligne)

e
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Représentation graphique d’un vecteur 2D

Y

(O

0 (%1 T

O
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Repr. graphique : Addition et soustraction
y
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Repr. graphique : Multiplication par un scalaire

kv (k> 1)

kv (0 <k<1)

kv (k <|0)

O
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Vecteurs de n composantes

Un vecteur de taille n s'écrit
U1
V2
+
v=| . | =[v1ve ] = (vi,v9,...,0,) ER"

Un,

avec v1,v9, . ..,U, € R les composantes de v

O
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Combinaisons linéaires

» Une combinaison linéaire de p vecteurs est une somme de la

forme
P
— n
E civi=c1vi+cova+ -+ vy €R
i=1
oucy,c2,...,¢p ERetvy,ve,..., v, e R"

» Combinaisons linéaires importantes (pour p = 2) :

v+ 1w (addition)
v — 1w (soustraction)
Ov+ 0w =0 (vecteur nul)

O
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A A P
Famille génératrice
Soit (v1,V2,...,Vp) une famille de vecteurs de R"

» L’'ensemble des combinaisons linéaires de ces vecteurs est noté
VGCt(Vl, Vo,... ,Vp) - R™

» On dit que (vi,Va,...,Vp) engendre (ou génére)
Vect(vi,va,...,Vp) qui est un sous-ensemble de R"

» Six € Vect(vy,va,...,V)p), alors il existe des scalaires
C1,€2,...,¢p tels que x =c1vi +cavo + ...+ ¢pv, € R?

O
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Questions importantes

Si u, v, w sont des vecteurs 3D, quelle est la représentation de
toutes leurs combinaisons linéaires ?

1. Vect(u) ? Une droite (sauf si u = 0)
2. Vect(u,v)? En général, un plan (mais pas toujours)

3. Vect(u,v,w)? En général, I'espace 3D (mais pas toujours)

O
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Produit scalaire et norme

» Le produit scalaire de deux vecteurs v et w de taille n est
(v,w) = (w,v) =31 vw; = vjwi +vawa+. .. +uw, € R

(v,w) = v w1 pour les vecteurs réels

>

» (v,w) = v*w pour les vecteurs complexes

» La notation v - w est & proscrire car peut préter a confusion
>

La norme (euclidienne) d'un vecteur v est

IVl = (v, )2 = o2+ d - p o2 € R

» Un vecteur v est unitaire si ||v]| =1

» Si v # 0 alors le vecteur v/ ||v|| est unitaire

1. le texte en vert référe a des notions vues plus loin
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Produit vectoriel dans R?

Avec x = (z1,22,23) ety = (y1, Y2, y3), le produit vectoriel de x

et y est
T n T2Y3 — T3Y2
XAy = |z2| N |y2| = |T3y1 — T1Y3
T3 Y3 T1Y2 — T2

Le vecteur x Ay est normal au plan généré par x ety (six ety
sont indépendants)

MTH1007: algébre linéaire 15/37



Introduction Vecteurs Matrices Indépendance
000 00000000000 ©000000000000000000 000

Matrices
Matrices
Produit matrice-vecteur
Produit matrice-matrice
Transposée
Déterminant

O
MTH1007: algébre linéaire 16/37



Introduction Vecteurs Matrices Indépendance
000 00000000000 0®00000000000000000 000
Matrice

Une matrice (réelle) de taille m x n est un tableau de réels arrangés
en m lignes et n colonnes :

ai1 @12 - Aa1n
A — a1 a2 -+ A42n c RMXN
am,1 Gm2 ' Gmn

Le réel a; j pour i € [1;m] et j € [1;n] est la composante (ou
élément) de A située sur la i-iéme ligne et la j-iéme colonne. Il est
aussi noté A (i, j)
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Produit d’une matrice et d’un vecteur (1/2)
Si u, v, w sont trois vecteurs de R?, alors la matrice ayant pour
colonnes ces vecteurs est

up v wp
A=[u v w]=|us vz wy e R3*3
uz vz w3
Si x = (21,72, 23) € R3, alors on définit

w v wi| [x ((u1,v1,w1), (21, 22, 23))
Ax = |ug va wa| |z2]| = [((ug,v2,w2), (z1,22,23))
_u3 V3 w3 T3 <(’U,3, U3, w3)7 (xlv 2, CL‘3)>

(w121 + vize + wixs
= Usx1 + vaxy +woxs| = b € R3
| u3x1 + v3T2 + W3T3

O
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Produit d’une matrice et d'un vecteur (2/2)

Autre point de vue :

(75} U1 w1
Ax=xiu+29v+a3Ww=2x1 |us| +x9 |v2| + 23 |W2
us U3 w3

Ainsi :
» Premier point de vue : chaque composante de Ax est le

produit scalaire d'une ligne de A avec x

» Deuxiéme point de vue : le produit Ax est une combinaison
linéaire des colonnes de A

O
MTH1007: algébre linéaire 19/37



Introduction Vecteur: Matrices Indépendance
000 0000®00000000000000 000

Définition des opérations matricielles

» Addition : Si A et B sont des matrices de méme taille alors
leur somme est la matrice C = A + B obtenue en
additionnant les éléments correspondants de A et B :

¢ij = aij+bijpouri € [L;m] et j € [1;n]

» Multiplication par un scalaire : Si kK € R et A est une
matrice alors C = kA est la matrice obtenue en multipliant
chaque élément de A par & :

¢ij = ka; j pouri € [1;m] et j € [1;n]

» Multiplication : Si A est une matrice de taille m x n et B
une matrice de taille n x p alors leur produit est la matrice
C = AB € R"™*P dont |'élément ¢; ; est égal a

)T

<(i—iéme ligne de A) ', j-iéme colonne de B>
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Propriétés des opérations matricielles

Lorsque que les opérations sont possibles, on a

1. A+B=B+A commutativité
2. k((A+B)=kA+kB distributivité
3.).A+ B+C)=(A+B)+C associativité
4. AB+C)=AB+ AC distributivité a gauche
5. B+ C)A=BA +CA distributivité a droite
6. A(BC)=(AB)C associativité
7. A =AA..-A « facteurs
a termes
8. (A%)(AP) = A*A, (A%)P = AP puissances
9. TA=AI=A élement neutre (matrice identité)

.S S
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Multiplication de matrices

» Pour que le produit AB soit défini, il faut que

nombre de colonnes de A = nombre de lignes de B

> AB # BA méme lorsque les deux produits existent

O
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Multiplication de matrices : Quatre points de vue
1 L'élément (i, 7) du produit AB est
<(i—iéme ligne de A) ", j-ieme colonne de B>

2 La j-iéme colonne de AB est égale a Au; ol u; est la j-ieme
colonne de B : Si

B=[u1 uy - up]

alors
AB = [Aul Auy --- Aup]

O
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Multiplication de matrices : Quatre points de vue

3 La i-iéme ligne de AB est égale a v/ B ot v, est la i-iéme

ligne de A :
v v B
Si A= V; alors AB = V;B
v, v, B

4 Par blocs colonnes x lignes :
AB = colonne1de A x ligneldeB

+ colonne 2 de A x ligne 2 de B
+ ...
1 4 3 2
1 ]parB—[1 0]

Exercice 1 : Multiplier A = [ 5
O
24/37
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Multiplication par blocs

Il est parfois utile d’effectuer la multiplication de matrices par blocs
comme dans I'exemple suivant :

AB =

[ A | A ] [ Bi1 | By | Bis
Az | Ay By | By | Bas

_ [ A11Bi1 + AppBoy | A11Bia + A1pBoo | A;iBys + A13Bog
Ay B+ ApBo | Ay Bia + A»Bay | Ay Bis 4+ A»Bog

O
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Attention a certains piéges

» AB = O n'implique pas nécessairement A=0O ouB=0:

-1 1 1 1
Exemple avec A = [ 0 0] et B = [1 1]

> AB = B avec B # O n'implique pas nécessairement A =1 :

0 1 11
Exemple avec A = [0 1] et B= [1 1]

» On peut avoir AB=AC et B #C:

2 -3 8 4 5 —2
Exemple avec A = [_4 6]' B = [5 5] et C = [3 1]
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Matrices inverses

Définition
Une matrice carrée A est inversible, ou non singuliére, s'il existe
une matrice A~ ! telle que AA"' = A" TA =1

Théoréme
Si A et B sont des matrices inversibles de méme taille alors AB

est inversible et
(AB)"! =B71A!

O
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Transposée d’une matrice
Définition
Si A est une matrice de taille m x n alors sa transposée est la
matrice AT de taille n x m obtenue en interchangeant les lignes et

les colonnes de A :

AT(i,§) = A(j,i) pour tout i € [1;n] et 5 € [1;m]
Propriétés des transposées

1. (A+B)  =AT +BT

2. (AB)! =BTAT

3. Si A est inversible alors AT I'est aussi et (AT)™! = (A‘l)T

4. (AT) =A

5. La transposée d'une triangulaire inférieure (supérieure) est

triangulaire supérieure (inférieure)

O
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Transposée et produit scalaire

Soient x et y des vecteurs de taille n :
> x'y = (x,y) est le produit scalaire de x et y (c'est un réel)

> yx | est le produit extérieur de x et y (c’est une matrice de
taille n x n)

> x'x = (x,x) = x|

O
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Matrices symétriques

» Une matrice carrée A € R™"*" est symétrique si AT = A

> Si A est symétrique, a;; = a;,; pour tous 7,j € [1;n]
» Toute matrice diagonale est symétrique

» Si A est symétrique et inversible alors A ! est aussi
symétrique

» Si R est une matrice de taille m x n alors RRT € R™*"™ et
R"R € R™ ™ sont des matrices carrées symétriques

O
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Déterminant des matrices 2 x 2 et 3 x 3

a b a b
> = = _
det[c d] . d‘ ad — bc
a b ¢
» | d e f|=uaei+dhc+ gbf— gec— ahf — dbi
g h i

=a(ei — hf) —b(di — gf) + c(dh — ge)

ef_b’df d e

h 1 gi+cgh

=a

e
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Déterminant des matrices n X n pour n > 2

avec A; ; la sous-matrice de A obtenue en supprimant la i-iéme
ligne et la j-iéme colonne de A et ¢;; = (—1)""7 det (A; ;) :

» Développement suivant la ligne ¢ de A :

n
det (A) = Z ai,jcl-,j
j=1

» Développement suivant la colonne j de A :

det (A) = Z ai,jcz-,j
i=1
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Exercice

3 =7 8 9 —6
0o 2 -5 7 3
Montrer que det(A)=|{0 0 1 5 0 |=-12
o 0 2 4 -1
0o 0 0 -2 0

O
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Propriétés

» Le déterminant n'est défini que pour des matrices carrées
> A inversible <= det (A) #0

> Déterminant =+ prOdUIt deS p|VOtS (si la matrice est inversible)
= produit des valeurs propres

» Si A triangulaire : Déterminant = produit des éléments
diagonaux

> det (AT) = det (A)
> det (AB) = det (A) det (B)

O
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Indépendance et dépendance linéaire

O
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Indépendance linéaire (1/2)

> Les vecteurs vq,Vva,..., V), sont linéairement indépendants si
x1vi + 22vy + ... + 2V, = 0 implique que z; = 0 pour
chaque i =1,2,...,p

» On dit alors que la famille (v1,va,...,vp) est libre, ou que
I'ensemble {v1i,va,...,vp} est indépendant

» S'il existe une combinaison linéaire des v; avec des coefficients
non nuls qui donne O alors ces vecteurs sont linéairement
dépendants (la méme famille est alors dite /iée)
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Indépendance linéaire (2/2)

» Une famille d'au moins deux vecteurs est liée si et seulement si
au moins I'un de ses vecteurs est combinaison des autres (et

pas forcément tous !)

» Avec p > 2, si v # 0 et si la famille est liée, alors il existe
J > 1 tel que v; est combinaison des vecteurs précédents

» Une famille contenant le vecteur nul est nécessairement liée

e
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