Réductions - Transformations

Idée
Soient A et B deux problémes. Pour résoudre A, atevéduire a B, c’est-a-dire qu’on va transformer le
probléme A en des problémes du type B qui, unerésislus et combinés, donneront la solution de A.

Définitions
Soient A et B deux problémes.
A estlinéairement réductible a B si I'existence d’'un algorithme prenant un tempO(t(n)) pour résoudre
chaque instance de B de taille n implique I'exisgem’'un algorithme prenant un tempsO(t(n)) pour
résoudre chaque instance de A de taille n. OnAste.
Si A<’ B et B’ A, alors A est ditinéairement équivalenta B et on note A=B.

En d'autres termes, sisA B, et si on connait un algorithme prenant un tem@3(t(n)) pour résoudre chaque
instance de B de taille n, alors on peut résouldague instance Ide A de taille n de la maniére suivante :
1. Construire un nombre constant d’instantlges.,lg de type B tel que

- chaque instancég (i=1,...,c) est de taille n

- la construction de chaque instark",;_e(i=1,...,c) se fait en temps O(t(n))
Cette construction prend donc un temps O(t(n))

2. Résoudre chaque instank@,...,l% de B
Cette résolution prend un tempsO(c t(n))= O(t(n))

3. Faire O(t(n)) opérations élémentaires pour comtbles résultats d% ,...,| § et déduire la solution dg.|

Remarque
Si t(n) est une fonction harmonieuse, alors on peostruire des instanceé de tailled O(n) (au lieu de se
limiter & une taille< n). En effet, chaque instantlgaaura alors une taillg kn, ou k est une constante. On
pourra donc résoudre les instan@s..,l% de B en un temps O(c t(kn)) = O(c ¢’ t(n)) = O(t(n)).

Exemple

C : calcul du carré d'un entier
M : multiplication de deux entiers
- Il est évident que € M puisque %=x:x

- Nous allons montrer que 1 C si on suppose que le temps de résolution dulgmebC est une fonction
harmonieuse. La démonstration qui suit est baséégalité suivante :

2 2
(x+y)* - (x-y)
4
Supposons que les entiers sont représentés a daidecteurs binaires et soit n le nombre de lgitessaires au

codage d’'un entier. Notons t(n) le temps nécessala résolution du probléme C. Tel que mentiahuessus,
nous allons supposer que t(n) est harmonieuse.

X.y:

Il est clair que t(rgn car il faut au moins lire I'entier. Pour multipti deux entiers x et y de taille n (avec n
suffisamment grand), on peut s’y prendre comme:suit

1. Calculer x+y et x-y. Ces deux nouveaux entiers sentaille au plus n+#10(n). Leur construction se

fait facilement en un tempg3O(n)JO(t(n)). Les entiers x+y et x-y corresponden%éet I%.

2. Calculer (x+y§ et (x-yf, ceci prend un temps 2t(n+1)) < 2t(2n) < 2c t(n) O O(t(n)) (car t est
harmonieuse)

3. Soustraire (x+y)- (x-y)’ et diviser le résultat par 4 (enlever 2 bits). iGecfait aisément en un temps
OO(n)JO(t(n)).

On déduit qu’on peut multiplier 2 entiers en ter@{fn)), ce qui veut dire que ¥ C.



Autre exemple
Considérons les 5 problémes suivants

MQ : multiplication de 2 matrices de taille nxn

MT : multiplication de 2 matrices triangulaires gupures de taille nxn

MS : multiplication de 2 matrices symétriques dietanxn

IT: inversion d’'une matrice triangulaire supériede taille nxn

IT2:  inversion d’une matrice triangulaire supérieuetaille nxn, avec n=%our KJIN

Nous noteronsyb, twr, tus, tir, tirz les fonctions représentant les temps nécessaitesr@soudre ces 5 problemes.
Les fonctionsyg, tur, tus, tr, tirz SONt au moins quadratiques car on doit lire landen

Nous allons montrer que sht, tus, tir, tr2 sont harmonieuses et gigtest fortement quadratique, alors ces 5
problémes sont linéairement équivalents.

Notons qu’on a bien évidemment MTMQ, MS<’ MQ et IT<' IT.

Propriété Si tyr est harmonieuse, alofdQ<’ MT
Preuve
OAO0||0O0O 00 AB
Remarquons tout d’'abord quen{|0 0 0| |00 B|={00 O
000||000O0 00 O

On déduit quepo(n) < tyr(3n) + cr, le dernier terme est une borne supérieure snofiebre d’opérations
élémentaires nécessaires a la construction degasin x 3n (avec c=constante).

Comme {;r est au moins quadratique, il existe agt IN tel que r(n) = arf On=n,.

De plus, commey est harmonieuse, il existe b efINN tel que #+(3n) < btyr(n) On=n;,.

Soit n=max{n,n.}. On a fyg(n) < tyr(3n) + crf < btyr(n) +(c/a)lr(n) On=n,, et donc tho(n) O O(tyr(n)).

Propriété Si tys est harmonieuse, alotdQ<’ MS |
Preuve

. o 0 Al[ogt]_[AB ©
Par un raisonnement similaire a celui ci desswneémarquantquén{[At O} {B 0}—[ 0 AtBt]

on déduit queyio(n) < tys(2n) + crf 0O(tws(n))

Propriété Si tr est harmonieuse, alotdQ<’ IT |
Preuve

Il AO||l —A AB 100
Par un raisonnement similaire a celui ci-dessusnaemarquant quén{|0 | B||0 | -B|=[01 0],
00 1||0 O I 001

on déduit queyio(n) < tr(3n) + crf DO(tr(n))

Propriété Si tr2 est harmonieuse, alofF <’ IT? |
Preuve
_l —l
Remarquons tout d’abord quglognl{[é ﬂ =[A0 ﬂ

Soit a une constante gf tn entier tel que

- tre(n)< tr2(n+1) On=ng (car fr2 est harmonieuse et donc éventuellement non-déartks)

- t72(2n) £ a t12(n) On=ng tel que n est une puissance de 2 (gaest harmonieuse)
(On suppose queri est définie pour tout n; lorsque n est une puissale 2, §2(n) est le temps pris pour
inverser une matrice triangulaire supérieure déetakn; lorsque n n'est pas une puissance dg=2@q)tn’a
aucune signification particuliére)

Soit r=2n, et soit N la plus petite puissance de 2 supéieurégale a n. On a doneMN-N/2>n,,
On a t(n) < tr2(N) + crf = §2(2 N/2) + ¢ < a r2(N/2) + crf < a tr2(n) + crf OO(tr2(n)).



Propriété Si tyg est fortement quadratique, alofE’<’ MQ

Preuve
-1 -1 -1~n-1
Remarquons tout d’abord q\E% CD:} = [BO B BDgD } .

On déduit fr2(n) < 2tr2(n/2) + 240(N/2) + cA.
On sait qu'il existe une constante a et un engéiMtel que

- que fo(n) 2 arf On=n, (car fsq €St au moins quadratique)

- tuo(n) 2 4tye(n/2) On=ng qui est pair (cank, est fortement quadratique).
On a doncga(n) < 24r2(n/2) + (1/2 +c/a)io(n) On=n, qui est une puissance de 2.

Soit ny la plus petite puissance de 2 supérieure ou égaleet soit b= max {2(n,)/tmo(My); 1+2c/a}.

On a tra(ny) < biyg(ny). Par récurrence, on a égalementrn) < btyo(n) On=n, qui est une puissance de 2.
On déduit querf2(n)T0(two(n) | TKO IN tel que n=¥)

En supposant que les fonctiorg,ttys, tr, tr2 sont harmonieuses, et qug, test fortement quadratique, nous
avons démontré que les 5 problemes sont linéaireéagrivalents, puisque on a

m <> 1T

N

MT €<—> MQ <—> MS

Définitions
Soient A et B deux problémes.
A estpolynomialement réductiblea B s'il existe un algorithme polynomial pour rédee chaque instance
de A, en autant que soit comptée a co(t unitaiagoh résolution d’'une instance de B. On naté B
Si A<P B et B<P A, alors A est dipolynomialement équivalenta B et on note A=B.

En d’'autres termes, supposons que I'on disposezdiafie noirepermettant de résoudre chaque instance de
B. Si A<P B, alors on peut résoudre A en faisant un nombignpmial d’opérations élémentaires, chaque
appel a laboite noireétant compté comme une opération élémentaire.

Corollaire 1
Soit t(n) le temps nécessaire pour résoudre umanos de B de taille n.
Si A<P B, alors on peut résoudre chaque instance de taillie n en un tempBIO((1+t(p(n)))p(n)), ot p(n
est un polynéme en n.

Corollaire 2
Si A<P B, alors l'existence d'un algorithme polynomial yporésoudre B implique I'existence d’un
algorithme polynomial pour résoudre A.

Définitions
Soient A et B deux problémes.
A estpolynomialement transformable en B si on peut ramener la résolution de chagstanice A de A en
la construction et la résolutionWNE instanced de B, la construction dg ke faisant en temps polynomial.
On utilise la notation AB. T

En d’autres termes, [2B signifie qu’on a AP B, et qu’on fait appelUNE seule fois a l&#oite noire



Quelques exemples

- SoitHAM le probléme consistant a déterminer un cycle hamén dans un graphe donné, s’il en existe un.

- SoitHAMD le probléme consistant a déterminer si un grapmaél est hamiltonien.

- Etant donné un graphe G et une constante k, ld@nalr SPD consiste a déterminer s'il existe dans G un
cycle hamiltonien de longueur inférieure ou égale a

- Notonse-rel-TSP le probléme consistant & déterminer un cycle hanién C dans un graphe G donné, tel
que la longueur de C est inférieure ou égale a){d-bu L est la longueur du cycle hamiltonien legptourt
dans G.

Théoréme HAMD =P HAM |
Preuve
Montrons tout d’abord que HAMDHAM, ce qui impliquera HAMD<P HAM. Soit Ham une procédure qui
recoit un graphe G en input et qui retourne uneyamiltonien dans G si G est hamiltonien, et ntnp
quoi d'autre si G n’est pas hamiltonien. On peatatésoudre HAMD comme suit

Fonction HamdG)
SiHam(G) est un cycle hamiltonien dansat®rs retourner OUI ;
Sinonretourner NON.

On a aussi HAM” HAMD. En effet, on peut résoudre HAM comme suit

Fonction Ham(G=(V,E))
SiHamdG) = NONalors retourner « il n’existe pas de solution » ;
Sinonpour chaquearéte élE faire
SiHamdG'=(V,E-{e})=0Ul alors poser E:=E-{e} ;
Retourner E ; ('ensemble des arétes restanted indwcycle hamiltonien)

Théoréeme HAMD O TSPD

Preuve
Etant donné un graphe G=(V,E), notons I graphe complet ayant V comme ensemble de scsniat
longueur ¢, d’une aréte reliant x & y dang st définie comme suit :

do = si{x,y}OE
Xy 7| 2 shon

On peut alors résoudre HAMD en faisant appel afanetionTspdqui résoud TSPD :

Fonction HamdG=(V,E))
Construire | ;
RetournespdHe,|V)) ;

| Théoreme ~ HAMD O e-rel-TSP

Preuve
Etant donné un graphe G=(V,E), notons e graphe complet ayant V comme ensemble de senihat
longueur ¢, d’une aréte reliant x & y dang st définie comme suit :

1 si{x,y}OE
yy =

2+\_s|v|j shon
On peut alors résoudre HAMD en faisant appel aproeédure-relTSPqui résoug-rel-TSP :

Fonction Hamd G=(V,E))
Construire | ;
Si le cycle produit pag-relTSRHg) est de longueut (1+€)|V| alors retourner OUI
Sinon retourner NON

En effet, si G contient un cycle hamiltonien, aldts contient un cycle de longue(V|, et la fonction
€-relTSP produira donc un cycle de longueur au plusejp4. Par contre, si G ne contient pas de cycle
hamiltonieng-relTSPproduira un cycle de longuenr24 eV| [+V[-1=|V[+( e[V| [+1)>|V [+e|V[|=(1+€)|V|.



