Réductions - Transformations

Idée
Soient A et B deux problemes. Pour résoudre A, on vadeire a B, c’est-a-dire qu’on va transformer le
probléme A en des problémes du type B qui, une fois résblimmbinés, donneront la solution de A.

Définitions
Soient A et B deux problémes.
A estlinéairement réductible a B si I'existence d'un algorithme prenant un terp®(t(n)) pour résoudre
chaque instance de B de taille n implique I'existence d’'un dhgoe prenant un temps O(t(n)) pour
résoudre chaque instance de A de taille n. On ngt8A
Si A<’ B et B<" A, alors A est ditinéairement équivalenta B et on note A=B.

En d'autres termes, sisA B, et si on connait un algorithme prenant un tem@3(t(n)) pour résoudre chaque
instance de B de taille n, alors on peut résoudre chaquedadtale A de taille n de la maniéere suivante :
1. Construire un nombre constant d’instan%es.,chde type B tel que

- chaque instancég (i=1,...,c) est de taillec n

- la construction de chaque instari&ga(i=1,...,c) se fait en temps O(t(n))
Cette construction prend donc un temps O(t(n))

2. Résoudre chaque instan@,...,l%de B
Cette résolution prend un tempsO(c t(n))= O(t(n))

3. Faire O(t(n)) opérations élémentaires pour coeblies résultats d%,...,chet déduire la solution da.l

Remarque
Si t(n) est une fonction harmonieuse, alors on peostruire des instanceéde tailled O(n) (au lieu de se
limiter & une taille< n). En effet, chaque instank‘éaaura alors une taille kn, ou k est une constante. On
pourra donc résoudre les instanl@s..,l% de B en un tempB O(c t(kn)) = O(c ¢’ t(n)) = O(t(n)).

Exemple

C : calcul du carré d’un entier
M : multiplication de deux entiers

- Il est évident que € M puisque %=x-x

- Nous allons montrer que MC si on suppose que le temps de résolution dulgrebC est une fonction
harmonieuse. La démonstration qui suit est bagséiéégalité suivante :

(x+y)* -(x-y)
4

X-y=

Supposons que les entiers sont représentés adaidecteurs binaires et soit n le nombre de lgitegsaires au
codage d’'un entier. Notons t(n) le temps nécessalia résolution du probléeme C. Tel que mentiarkuessus,
nous allons supposer que t(n) est harmonieuse.

Il est clair que t(rgn car il faut au moins lire I'entier. Pour multipti deux entiers x et y de taille n (avec n
suffisamment grand), on peut s’y prendre comme:suit

1. Calculer x+y et x-y. Ces deux nouveaux entiers sentaille au plus n#10(n). Leur construction se
fait facilement en un temgsO(n)JO(t(n)). Les entiers x+y et x-y correspondenﬂ;@t I%.

2. Calculer (x+y§ et (x-yf, ceci prend un temps 2t(n+1)) < 2t(2n) < 2c¢ t(n) O O(t(n)) (car t est
harmonieuse)

3. Soustraire (x+y)- (x-y)? et diviser le résultat par 4 (enlever 2 bits). iGecfait aisément en un temps
O0O(n)JO(t(n)).

On déduit qu’on peut multiplier 2 entiers en terf@{fn)), ce qui veut dire que M C.



Autre exemple
Considérons les 5 problémes suivants

MQ : multiplication de 2 matrices de taille nxn

MT : multiplication de 2 matrices triangulaires gupures de taille nxn

MS : multiplication de 2 matrices symétriques dietaixn

IT: inversion d’'une matrice triangulaire supériede taille nxn

IT2:  inversion d'une matrice triangulaire supérieuegtaille nxn, avec nZ%our KJIN

Nous noterons, tur, tus, tir, tr2 les fonctions représentant les temps nécessaites@soudre ces 5 problémes.
Les fonctionsyio, twr, tvs, tir, tr2 SONt au moins quadratiques car on doit lire lanéen

Nous allons montrer que skt tvs, tir, tr2 Sont harmonieuses et gigtest fortement quadratique, alors ces 5
problémes sont linéairement équivalents.

Notons qu’on a bien évidlemment MTMQ, MS<’ MQ et IT<’ IT.

Propriété Si tyr est harmonieuse, aloMdQ<’ MT
Preuve
OAO||0OO0O 00 AB
Remarquons tout d’abord quan;|0 0 0| |00 B|=|00 O
000||00O 00 O

On déduit quepo(n) < tyr(3n) + crf, le dernier terme est une borne supérieure sooriebre d’opérations
élémentaires nécessaires a la construction degawm8n x 3n (avec c=constante).

Comme {;r est au moins quadratique, il existe agt i tel que {r(n) = arf On=n.

De plus, commay est harmonieuse, il existe b N tel que #r(3n) < btyr(n) On=n,.

Soit n=max{n,,ng}. On a te(n) < tyr(3n) + crf < biyr(n) +(c/a)ir(n) On=n,, et donc fio(n) O O(lwr(n)).

Propriété Si tys est harmonieuse, alodQ<’ MS ‘
Preuve

. - 0 Allogt|_|AB O
Par un raisonnement similaire a celui ci dessueneémarquantquén{[At 0} [B o 17l o atgt]’

on déduit queyio(n) < tys(2n) + crf 0O(tus(n))

Propriété Si tr est harmonieuse, aloQ<’ IT ‘
Preuve

Il AO|[l —A AB 100
Par un raisonnement similaire a celui ci-dessusneemarquant quan{(0 | B||0 | -B|=|01 0],
00 1(||{0 O I 001

on déduit queyio(n) < tr(3n) + crf DO(tr(n))

Propriété Si tr2 est harmonieuse, aloiF <’ IT2 ‘
Preuve
_1 —l
Remarquons tout d’abord qu@ﬂogrﬂ{[g‘ ﬂ :{AO ﬂ

Soit a une constante gfun entier tel que

- tr2(n)< tir2(n+1) On=ng (car fr2 est harmonieuse et donc éventuellement non-déertis)

- t72(2n) < a t12(n) On=ng tel que n est une puissance de 2 (gaest harmonieuse)
(On suppose queriest définie pour tout n; lorsque n est une puissalec?2, §2(n) est le temps pris pour
inverser une matrice triangulaire supérieure dietakn; lorsque n n'est pas une puissance dg@)tn'a
aucune signification particuliére)

Soit re2n,, et soit N la plus petite puissance de 2 supérieurégale a n. On a donem>N/2=n;,
On a tr(n) < tr2(N) + crf = tr2(2 N/2) + e < a t12(N/2) + crf < a tr2(n) + crf OO(tr2(n)).



Propriété Si tyo est fortement quadratique, alofE’<’ MQ

Preuve
-1 -1 _p-1~n-1
Remarquons tout d’abord q\E% CD:} = [BO -B DE:lD } .

On déduit fr2(n) < 2tr2(n/2) + 2f0(N/2) + cA.
On sait qu'il existe une constante a et un entjeiNtel que

- que fo(n) = arf On=n, (car fo €St au moins quadratique)

- two(n) = 4tuo(n/2) On=n, qui est pair (cank, est fortement quadratique).
On a donc#2(n) < 2tr2(n/2) + (1/2 +cla)ig(n) On=ny qui est une puissance de 2.

Soit ny la plus petite puissance de 2 supérieure ou égaleet soit b= max {f2(ny)/tmo(N); 1+2c/a}.

On a tr2(ny) < biwg(ny). Par récurrence, on a égalemen(rt) < btyo(n) On=n; qui est une puissance de 2.
En effet, fr2(n) < 2 §r2(5) + (%+§)IMQ (n) < 2btyg (3) +%tMQ (n) s%tMQ (n) +%tMQ (n) =btyg ().

On déduit querz(n)10(two(n) | TKO IN tel que n=5)

En supposant que les fonctiorg,ttys, tr, tr2 sont harmonieuses, et qug, test fortement quadratique, nous
avons démontré que les 5 problemes sont linéaireégrivalents, puisque on a

m <> 1r

NS

MT <—> MQ <—> MS

Définitions
Soient A et B deux problemes.
A estpolynomialement réductiblea B s'il existe un algorithme polynomial pour rédoe chaque instande
de A, en autant que soit comptée a co(t unitaiageh résolution d’'une instance de B. On naté B
Si A< B et B<P A, alors A est dipolynomialement équivalenta B et on note A%B.

En d’autres termes, supposons que I'on disposeediafie noirepermettant de résoudre chaque instance de
B. Si A<P B, alors on peut résoudre A en faisant un nombitgnpmial d’opérations élémentaires, chaque
appel a leboite noireétant compté comme une opération élémentaire.

Corollaire 1
Soit t(n) le temps nécessaire pour résoudre umanios de B de taille n.
Si A<P B, alors on peut résoudre chague instance de taille2 n en un temp8O((1+t(p(n)))p(n)), ol p(n
est un polynéme en n.

Corollaire 2
Si A<P B, alors l'existence d'un algorithme polynomial yporésoudre B implique I'existence d’un
algorithme polynomial pour résoudre A.

Définitions
Soient A et B deux problémes.
A estpolynomialement transformableen B si on peut ramener la résolution de chagstamce A de A en
la construction et la résolutionWiNE instance d de B, la construction dg ke faisant en temps polynomiT.

On utilise la notation AB.

En d’autres termes, [AB signifie qu'on a AP B, et qu'on fait appeNE seule fois a ldoite noire



Quelques exemples

- SoitHAM e probléme consistant & déterminer un cycle hamén dans un graphe donné, s'il en existe un.

- SoitHAMD e probléme consistant a déterminer si un grajgineél est hamiltonien.

- Etant donné un graphe G et une constante k, |dgmaI SPD consiste & déterminer s'il existe dans G un
cycle hamiltonien de longueur inférieure ou égale a

- Notonse-rel-TSP le probleme consistant a déterminer un cycle hamén C dans un graphe G donné, tel
que la longueur de C est inférieure ou égale a){1-bu L est la longueur du cycle hamiltonien laptourt
dans G.

Théoréme HAMD =P HAM \
Preuve
Montrons tout d’abord que HAMDHAM, ce qui impliguera HAMD<? HAM. Soit Hamune procédure qui
recoit un graphe G en input et qui retourne uneeyamiltonien dans G si G est hamiltonien, et ntngp
quoi d'autre si G n’est pas hamiltonien. On peatsatésoudre HAMD comme suit

Fonction HamdG)
SiHam(G) est un cycle hamiltonien dansaers retourner OUI ;
Sinonretourner NON.

On a aussi HAMP HAMD. En effet, on peut résoudre HAM comme suit

Fonction Ham(G=(V,E))
Si HamdG) = NONalors retourner « il n’existe pas de solution » ;
Sinonpour chaquearéte &IE faire
SiHamdG'=(V,E-{e})=0UI alors poser E:=E-{e} ;
Retourner E ; (I'ensemble des arétes restantedt imdwcycle hamiltonien)

Théoréme HAMD 0O TSPD

Preuve
Etant donné un graphe G=(V,E), notons [ graphe complet ayant V comme ensemble de scsninat
longueur ¢, d'une aréte reliant x a y dang ldst définie comme suit :

d _{1 si{x,y}OE

XY ]2 sinon
On peut alors résoudre HAMD en faisant appel afanetionTspdqui résoud TSPD :
Fonction HamdG=(V,E))

Construire | ;
RetournespdHg,n) ;

| Théoreme ~ HAMD O e-rel-TSP

Preuve
Etant donné un graphe G=(V,E), notons I graphe complet ayant V comme ensemble de smnrat
longueur ¢, d'une aréte reliant x a y dang ldst definie comme suit :

N si{x,y} OE
dxy =

2+\_s|V|J sinon
On peut alors résoudre HAMD en faisant appel aproeédure-relTSPqui résoug-rel-TSP :

Fonction HamdG=(V,E))
Construire H ;
Si le cycle produit pag-relTSRHg) est de longueus (1+€)|V| alors retourner OUI
Sinon retourner NON

En effet, si G contient un cycle hamiltonien, aldd; contient un cycle de longuelV|, et la fonction
e-relTSP produira donc un cycle de longueur au plusejff4. Par contre, si G ne contient pas de cycle
hamiltonieng-relTSPproduira un cycle de longuerr24 e|V| #V[-1=|V[+( e[V| [+1)>|V [+e|VI=(1+€)|V].



