FLOTS - Applications

Un graphe G=(V,E) edtiparti si et seulement si son nombre chromatig(@) est inférieur ou égal a 2. En d’autres
termes, G=(V,E) est biparti si et seulement skis& une partition (Y,V,) de V tel que chaque aréte de E a une extrémité
dans \ et I'autre dans ¥ On notera G=(Y,V,,E)

Un couplagedans G=(V,E) est un sous-ensemble d’'arétes n’asnine extrémité en commun.

Probléme 1 : déterminer un couplage de cardinal@gimale dans un graphe biparti Gg(V>,E) ||

Algorithme
(1) Construire un réseau R comme suit.
o Orienter chaque aréte de G dewers % et donner une capacité infinie a chacun de ces arc
0 Ajouter un sommet s et un arc de s vers chaque sbhen\, ces arcs étant de capacité 1.
o Ajouter un sommet t et un arc de chaque sommetdené t, ces arcs étant de capacité 1.
(2 Déterminer un flot maximum de s vers t dans R. deptage est constitué de chaque arc entret\W, dans
lequel une unité de flot circule.

Rappel: un ensemble transversal est un ensemble de ssniouehant toutes les arétes de G. La cardinatditémale
d’un ensemble transversal dans G est dérmj&e

Propriété |C| <1(G) pour tout couplage C dans G, et pour tout graplieo® nécessairement biparti)
Preuve Un ensemble transversal doit contenir au moinsexti@mité de chaque aréte du couplage C.

Théoréme de Konig|]  Si G=(V;,V,,E) est biparti alorx(G) = 1(G)

Preuve

Soit f un flot maximum déterminé par I'algorithmiedessus. On a dong_f =k(G)

Soit A 'ensemble des sommets que 'on peut atteimpuis s dans R*(f), et soit ¥ —A)O(V, n A).

Chaque arc (x,y) de \Wers \, étant de capacité infinie, on ne peut pas avaans A et y hors de A. L'’ensemble T est
donc un ensemble transversal car si une aréteuciana extrémité dans T, cela signifie que I'extténdians V est dans
A, et celle dans Yest hors de A, contradiction.

On a vu quedf =C(A,VO{s,t}-A). Les arcs de la coupe (AMs,t}-A) sont ceux qui vont de s vers;\A, et ceux allant
de VanA vers t. On a dong f=|V; —A|+|V, n A| =[T| 2 1(G) d'oli on déduitk(G) = T(G) .

La propriété ci-dessus nous montre q{&) < 1(G) et on peut donc conclure a I'égalité.

Théoréme Dans un graphe biparti G=(W,,E) on ak(G) = |V4| si et seulement $N(W)| = |W| O WOV,

Probleme 2 : déterminer I'indice chromatique d’'waphe biparti G=(Y,V,,E) ||

Rappel: si on note\(G) le plus grand degré d’'un sommet dans G, aloa (G A(G) pour tout graphe G.

Théoréme de Konig I|  Si G=(V;,V,,E) est biparti alors q(G)&(G)

Preuvealgorithmique

Soit G’ le multi-graphe obtenu en faisant deux eerﬁz(vll,v%, El) et GZ:(Vf,sz, E2) de G et en reliant chaque
sommet x de Ga sa copie dans,@ I'aide deA(G)-degrg(x) aréte paralleles. Le multi-graphe G’ est doipaki avec
comme partition des somme\é = Vll O V22 et V'2 = V% O V12. De plus, chaque sommet dans G’ est de d&(§Bg.

Soit W un sous ensemble d4 . On a|N(W)| 2 |W| par construction, et le théoréme ci-dessus nousasgril existe un

couplage touchant tous les sommets\,q'e Donnons la couleur 1 aux arétes de ce couplagatigins les de G'. Chaque

sommet dans G’ a maintenant un defyf@)-1 et on recherche a nouveau un couplage, etc.
A la fin de ce processus on aura coloré les ad&d3’ enA(G) couleurs, et donc aussi celles de G\@R) couleurs.



Probléme 3 : Ensembles comparables ou incomparétdasdonnée une relation d’ordre partiel. ||

Soit[ une relation d’ordre partiel définie sur un enskmb et soit W un sous-ensemble de V.

0 W est unensemble comparablesi x(y ou yIx pour tout X,y dans W.

0 W est unensemble incomparablesi on a ni X1y ni y(Ix pour tout x,y dans W.
On peut associer @ un graphe G avec V comme ensemble de sommets et tel qu'itteexia arc de x vers y si et
seulement silXy.

Théoréme de Dilworth
Le nombre minimum d’ensembles comparables nécesspaur recouvrir V est égal a la taille maximdlencensemble
incomparable.

Algorithme

(1) Construire un graphe biparti G=(V,,A) avec {=V,=V et mettre un arc de/; vers Y1V, si et seulement siky.

(2) Déterminer un couplage maximum dans G a l'aidéalgdrithme de flot tel que décrit dans la pagecpdente.

(3) Soit A 'ensemble des sommets que I'on peut atteimpuis s dans R*(f), et soit ¥ —A) O (Vo n A).
L’ensemble V-T est un ensemble incomparable maxiratle couplage induit un recouvrement de V par un

ensemble minimum de chemins dans:Gi H est le sous-graphe partiel de & contenant que les arcs du couplage,
alors chagque composante connexe de H correspomdt@demin (ensemble comparable).

lllustration : V={1,2,3,4,5,6}, 112, 103, 104, 1005, 106, 213, 215, 216, 315, 316, 416, 516.
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On a ici T={1,2,3,6} et I'ensemble complémentairé,§} est donc un ensemble incomparable maximunmsajoe le
couplage induit un recouvrement de V en 2 ensentdewparables {1,2,3,5},et {4,6}.

Probleme 4 : Complétion de carrés latins ||

Un carré latin est une matrice nxn telle que chaque ligne etudaqglonne contient tous les entiers 1,2,...,n.

Exemple d’application
chaque ligne correspond a un professeur, chagoam®la une classe, et chaque entier a une péfitdeue professeur
doit donner exactement un cours par période etushalgasse doit suivre exactement un cours pargeério

Supposons que les g premiéres colonnes des p pesnignes sont déja remplies. Notons A(x) le na@mbapparitions
de x dans ce pré-remplissage.

Théoréme Le carré peut-étre complété en carré latitt sealement si chaque entier apparait au moinspfeis

Preuve

(condition nécessaire) Chaque entier ne peutr&foeité qu’au plus n-p fois dans les n-p derniégeses et n-q fois dans
les n-q derniéres colonnes, donc un total de 2rfggsgau maximum. Si un entier x apparait A(x) faiec A(x)<p+g-n.,
alors il faut encore le rajouter n-A(x) fois, et @m-A(x>2n-p-q, contradiction.

(condition suffisante) Construisons un graphe tigas(V,,V,,E) avec (={1,2,...,n}, V,={1,2,...,p} et dans lequel un
sommet x de Yest relié a un sommet y de % et seulement si x n'apparait pas dans la hgriéhaque sommet de,\&
donc un degré égal a n-q. Par hypothése, chaqumsbrmde \{ a un degré p-A(€n-g. On a donc q(G¥G)=n-q.
Colorons donc les arétes de G en q(G) couleursetibns x dans la®yfligne de la (g+f) colonne si I'aréte reliant x et y a
la couleur i. On obtient donc une complétion dgsgmiéres lignes de la matrice.

Construisons maintenant un graphe biparti G&(V2',E’) avec V'=V,'={1,2,...,n} et dans lequel un sommet x de’'V
est relié a un sommet y dg'\éi et seulement si x n'apparait pas dans la c@gn Chaque sommet dg'\ét de \,’ est de
degré n-p. On a donc g(GMG’)=n-p. Colorons donc les arétes de G’ en q(®lleurs et mettons x dans lagplonne
de la (p+if ligne si l'aréte reliant x et y a la couleur i. ©btient donc un carré latin complet.



|| Probleme 5 : Décomposition de matrices carrée®umés en combinaisons convexes de matrices de patiomu ||

Une matrice M=(ry) de taille nxn est ditd-uniforme si chaque élément est positif et si la somme #Ements sur
chaque ligne et sur chaque colonne est égale a T.

On peut associer a M un graphe bipagi=®/1,V2,E) avec (=V,={1,2,...,n}et dans lequel un sommet x de &5t relié a
un sommet y de ¥/si et seulement si y»0.

Unematrice de permutation est une matrice 1-uniforme dont tous les élémsmts égaux a 0 ou 1.

Propriété Si M est une matrice nxn T-uniforme, alorg Gontient un couplage de cardinalité n

n
Preuve Soit WOV;. On a Z Zmij =T|W| et Z__l Zmij =T|N(W)|. Comme cette deuxiéme somme est
iOW jON(W) " ioNw)
nécessairement supérieure ou égale a la premige) déduit quéN(W)| =|W| pour tout W1V,

Théoréme Toute matrice 1-uniforme est une combinaisorvere de matrices de permutation

. . - . k k _ L
Algorithme de décompositionde M T-uniforme enzi_l)\iPl aveczi_l)\i =T et R= matrice de permutation (i=1,...,k)

(1) Poserk :=1;
(2) Si M ne contient que des zéros, STOP.
Sinon déterminer un couplage maximum C dags G
3) Soithk=(_m)igcmu et soit R=(p;) la matrice de permutation telle qug=f si et seulement si (ij)C.
i

) k . R
Poser M=MAP, (cette matrice esT—zi_l)\i -uniforme) et retourner a (2)

Application

Soient n piéces,fP;,...,P, et m machines MM,,...,Mn,. La fabrication de fsur M prend un temps t

On peut répartir la production d’'une piéce sur iglus machines, mais chaque piéce ne peut se treavehaque instant
que sur une seule machine, et chaque machine h&aiger qu'une piéce a la fois

Probléme comment minimiser le temps total de fabrication?

1% étape: Résoudre le probléme de programmation linéaireast dont la valeur optimale sera notée T*.

min T
. m .
sous-contraintes Z i =1 i=1,...,n
J:
n P—
D XitisT 0j=1,....m
m 1—
zj=1xijtij5T Oi=1,...,n

XijZO O i=1,...,n,|:|j=1,...,m

7 . . ~ . . * . .
2° étape: Soit T* la valeur optimale du probléme ci-desstisoientx;; les valeurs optimales des variables. T* est une

borne inférieure sur le temps nécessaire poutblacition. On va montrer que cette borne peutatente. Pour ce faire,
construire la matrice M (n+m)x(n+m) T*-uniforme gante

o] mij:x;} t pour tout couple (i,j) tel quél{1,2,...,n}et j00{1,2,...,m}

0  Mj=Mpimsnem+1-)  POUr tout couple (i,j) tel qué{n+1,2,...,n+m}et {{m+1,2,...,n+m}
o m=T* z;zlx’{jtij pour tout couple (i,j) tel quél{1,2,...,n}et j=m+n+1-i

o m=T* Zinzlejtij pour tout couple (i,j) tel que i=n+m+1-j €i{1,2,...,m}

0 m;=0 sinon

3° étape: Décomposer M en k)\kPk et faire pendar, unités de temps ce qui est indiqué dans les niprerignes

et les m premiéres colonnes dgd®st-a-dire qu’un 1 erfligne et f colonne signifie qu’on produit; Bur M).



|| Probléme 6 : Probléeme de transbordement ||

Soit R=(V,A) un réseau orienté avec un ensemble Sodrces (sommets sans prédécesseurs) et un émJedapuits
(sommets sans successeur). On désire transporpeoduit des sources aux puits. Soit’6ffre au sommet;gde S et D
la demande du sommet j de T. On suppose que l'effrégale a la demande, c'est—a-direEeDSOi = - Dj.

i i
A chaque arc a de R on associe un cqtad unité de produit circulant sur a.

Le probleme de transbordementconsiste a réaliser ce transport en un co(t mimmu

Pour ce faire, il suffit de rajouter
0 un sommet s ainsi qu'un arc de s vers chaque soghetS de capacité; ®t de colt nul,
0 unsommet tainsi qu'un arc de chaque sompuie T vers t de capacité & de codt nul.
Puis on détermine un flot compatible maximum det coidiimum sur ce réseau.

Si Z (o] >Z D; alors on peut rajouter un sommet dans T de dem@e O - D
i0s jar i0s

jar

Cas particuliers
0 Le probleme de transpartl s’agit d’un probléme de transbordement samarset intermédiaire, c’est-a-dire tel
que V=31T. Le réseau est donc un graphe biparti.
0 Le probléme d'affectationil s’agit d’'un probléme de transport dans ledoetkes les demandes € les offres P
sont unitaires. On cherche donc un couplage maxiaheigodt minimum




