Cycles eulériens et hamiltoniens
Complément au chapitre 6 « La souris et la puce »

Commencons par rappeler quelques définitions ques rwvons déja données dans le
chapitre traitant des graphes de ligne.
Définition
Un cycle qui passe exactement une fois par chagéee al’'un graphe est dit
« eulérien »
Un cycle qui passe exactement une fois par chaqoenst d’'un graphe est dit
« hamiltonien.

Certains graphes ne possédent ni cycle hamiltamiegycle eulérien, par exemple celui-
ci-dessous.
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Notons qu’on définit de la méme maniére dbsineshamiltoniennes et eulériennes, en
remplacantcycle par chaine Le graphe ci-dessus a une chaine hamiltonienae, p
exemple : d-c-a-b. Le graphe ci-dessus a égalearenthaine eulérienne, par exemple :
d-c-a-b-c.

Applications
Un voyageur de commerce part tous les matins delsoricile représenté en noir ci-
dessous et doit rendre visite a un ensemble detslieprésentés en blanc, puis
retourner a son domicile. Comment doit-il s’y prengbour minimiser la distance
totale parcourue. (On suppose que les distances tenttes les paires de clients ainsi
gu'entre les clients et le domicile du voyageur atenmerce sont connues). On
cherche ici un cycle hamiltonien de longueur mirlana
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Un camion de ramassage des ordures part du dgpésenté en noir ci-dessous et
doit passer sur chaque route du réseau ci-dessmurs gffectuer la collecte des
déchets. Comment doit-il s’y prendre ? On cherchen cycle eulérien.



Les cycles (pas nécessairement hamiltoniens ouriend@ partagent une propriété
importante que Manori fait remarquer a Sébastiesqldil tente de retrouver la souris.
Cette propriété énoncée ci-dessous peut facilegtemétendue aux chaines.

Propriété
Lorsqu’on dessine un cycle dans un graphe, tousdesnets sont nécessairement de
degré pair car a chaque fois qu’en entre en un snpoNn en ressort aussi.
Lorsqu’on dessine une chaine dans un graphe, ésusommets intermédiaires (c’est-
a-dire tous ceux qui ne sont pas les extrémitda deaine) sont de degré pair.

C’est cette propriété que Manori utilise pour retrer la souris. En effet, le parcours de
la souris depuis sa cage jusqu'a sa cachette estycie (si elle se cache dans le
laboratoire d’ou elle s’est enfuie) ou une chalanori dessine le graphe contenant
toutes les arétes que la souris a parcourues.ull lgefaire grace aux informations
fournies par les détecteurs. Son raisonnemeng astivant :
* sitous les sommets du graphe sont de degré aaouris est revenue a son point
de départ et il va étre difficile de la retrouver;
» sile graphe ne comporte que deux sommets de depegdr, I'un de ces sommets
est le lieu de sa fuite, et I'autre le lieu de aehette;
* si le graphe comporte plus de deux sommets de degpair, I'information
récoltée est incohérente.

Par chance, on se trouve dans la deuxieme situetibun des sommets de degré impair
(le sommet A) est un laboratoire alors que l'aleesommet H) est une zone entre les
laboratoires avec une seule bouche d’aérationoudsss’y trouve donc forcément.

Au 18 siécle, le grand mathématicien Euler a résolurtblpme suivant. La ville de
Koenigsberg (appelée plus tard Kaliningrad) estetrsée par la Praegel qui coule de part
et d’autre de I'lle de Kneiphof et possede septtgocomme le montre la figure ci-
dessous. Un piéton peut-il, en se promenant, tsaveme et une seule fois chaque pont ?
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Kne’b/mf



Pour résoudre ce probleme, Euler a construit uphgras dont les sommets sont les
différentes régions connexes s’il N’y avait pagpdat, et ou chaque aréte représente une
liaison entre deux régions par un pont. Pour quiigton puisse se promener en
traversant chaque pont exactement une fois, ildaatG contienne un cycle eulérien, ce
qui n'est pas le cas car G contient 4 sommets geédmpair.

A

D D

Lorsque tous les sommets d’'un graphe sont de gedréil est assez facile de dessiner
un cycle eulérien. On peut s'y prendre par exeropieme suit.

Construction d’un cycle eulérien dans un grapheaus les sommets sont de degré pair.
1. Déterminer un cycle C quelconque.
2. Si C couvre toutes les arétes du graphe alors S3i0én aller a 3.

3. Choisir un sommet v dans C qui est I'extrémité @'anéte hors de C.
Construire un deuxieme cycle C’ contenant v efgted C et C’ n’aient aucune
aréte en commun.

4. Fusionner C et C’ pour former un cycle C”. Cettesibn se fait en partant du
sommet v, en parcourant 'ensemble du cycle C @taist revenu au sommet v en
visitant I'ensemble du cycle C’ pour finalementaner en v.

5. Poser C égal a C” et retourner en 2.

[llustration

Définition
Supposons qu'une distance soit associée a chadite. dre probleme de la
détermination d’'un cycle hamiltonien de distanceéaleo minimale s’appelle le
« probleme du voyageur de commerce ».



Le probleme du voyageur de commerce est trés ithffic résoudre. Il existe cependant
des logiciels permettant de déterminer de tellatgois optimales tant que le nombre de
sommets ne dépasse pas quelques centaines (paplexE@NCORDE qu’on peut
télécharger sur le site interrgtp://www.tsp.gatech.edu/concorde.ht. L'obtention
d’'une solution optimale peut prendre des heurdse s jours.

Lorsqu'on a affaire a des gros graphes ou qu’onrelésbtenir des solutions tres
rapidement, on utilise ce qu'on appelle @esiristiquesqui fournissent des solutions de
gualité raisonnable en des temps raisonnables.

Heuristique du plus proche voisin
1) Choisir un sommet de départ x
2) Tant que tous les sommets ne sont pas encore visitiése I'opération suivante
se rendre au sommet le plus proche pas encoré visit

Exemple
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Cette heuristique a été comparée a ce que donnexparple le logiciel CONCORDE.
L’erreur est en moyenne d’environ 15%.

Toute heuristique, y compris celle du plus prochisin, peut facilement étre améliorée
en rajoutant a la fin une procédure miest-optimisation Celle-ci consiste a vérifier s'il
existe une paire d'arétes sur le cycle qui pew Emplacée par une autre paire d’'arétes
(il N’y a gqu'un remplacement possible par paireréfas) tout en diminuant la distance
totale parcourue. Tant que de telles paires d'atestent, les échanges sont effectués.

[llustration

Cette procédure de post-optimisation permet de ir@dconsidérablement I'écart a
loptimum. Par exemple, en comparant les solutigm®duites par le logiciel
CONCORDE avec la combinaison de I'heuristique dusgbroche voisin suivie d’'une
post-optimisation, on a pu constater que I'erresirr@ moyenne d’environ 2 a 3%.



Il existe des méthodes qui permettent de réduiteécart a quelques dixiemes de
pourcent, mais ces méthodes sont beaucoup pluseoesm mettre en place.

Mais revenons maintenant aux cycles eulériens.qlel déja mentionné, si tous les
sommets d’'un graphe G sont de degré pair alorstilfacile de déterminer un cycle
eulérien alors que s’il existe au moins un somneetlegré impair, le graphe ne contient
aucun cycle eulérien. Dans un cycle eulérien, opose de pass&xactementine fois
par chaque aréte du graphe. Nous nous intéressbngui probleme consistant a
déterminer un cycle passant moins une foipar chaque aréte du graphe.

Définition
Supposons qu’une distance soit associée a cha@te dun graphe connexe. Le
« probléme du postier chinois » consiste a détamim cycle aussi court que
possible qui passe au moins une fois par chaqte duégraphe.

Contrairement au probléme du voyageur de commerely du postier chinois est
‘facile’ a résoudre. S'’il n’existe aucun sommetdigré impair, on a déja vu comment
déterminer un cycle eulérien et ce cycle est néoessent le plus court puisqu’il passe
exactement une fois par chaque aréte. Sinon, drspyeprendre comme suit.

Algorithme pour déterminer une solution optimaleableme du postier chinois dans
un graphe G contenant des sommets de degré impair

1. Créer un graphe complet H dans lequel les sommatsceux de degré impair dans
G et relier toute paire de sommets dans H par uéte de colt égal a la longueur
de la plus courte chaine dans G reliant les somoogisidéres.
Déterminer un couplage de colt minimum dans H.
Pour chaque aréte du couplage optimal détermin@, emjouter la plus courte
chaine correspondante dans G.
4. Le graphe résultant a tous ses sommets de degréQuaipeut donc facilement

construire un cycle eulérien.
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graphe G avec 4 sommets  graphe H en supposant  arétes a rajouter dans G graphe G avec les tournée optimale du
de degré impair (en noir)  que toutes les distances arétes rajoutées; probléme du postier chinois
dans G sont unitaires; tous les sommets
le couplage de colit minimum sont de degré pair

est en traits épais

Dans I'exemple ci-dessus, on a supposé que taegadidtances dans G sont unitaires.
Remarquons en passant que pour que le point 2atigiithme ait un sens et qu'on
puisse ainsi transformer tous les sommets de dagyair dans G en des sommets de
degré pair, il faut gqu'’il y ait un nombre pair demamets de degré impair dans G. Ceci est
toujours le cas tel que démontré ci-apres.



Propriété
Tout graphe contient un nombre pair de sommetsdesdmpair.

Preuve
On peut définir une partition VEIP de I'ensemble V des sommets d’'un graphe en
définissant | comme I'ensemble des sommets de degr&r et P comme I'ensemble
des sommets de degré pair. On a donc

Z degrév) =Z degrév) +Z degrév)

vV vUP vul
Nous avons déja montré que cette somme est pairelleaest égale au double du
nombre d’arétes dans le graphe. Comme le prem@etde la somme ci-dessus est
pair (c’'est une somme de nombres pairs), la deuxisomme doit aussi étre paire.
Pour qu’'une somme de nombres impairs soit paifautl sommer un nombre pair de
nombres et on déduit donc que I'ensemble | contiantombre pair de sommets.

Un probleme similaire a celui du postier chinoisigiste a déterminer une tournée de
colt total minimum qui passe au moins une foisyrasous-ensemble fixé d’'arétes. En
pratique, le réseau d'une ville est constitué dmbreuses arétes et le ramassage des
ordures ne doit se faire que sur certaines arétegaphe. Le camion chargé d’effectuer
le ramassage peut cependant emprunter les auétes alu graphe pour se rendre d’un
point a un autre.

Définition
Supposons qu'une distance soit associée a chaéueedtmn graphe connexe G et soit
D un sous-ensemble d’arétes a desservir dans @.pkebléme du postier rural » est
de déterminer un cycle aussi court que possible @aqui passe au moins une fois
par chaque aréte de D.

Le probleme du postier rural est tres difficileésaudre, comme celui du voyageur de
commerce. En fait les problemes réels sont bies piunplexes que ceux mentionnés ci-
dessus puisqu’il faut tenir compte de nombreusedraintes, tel que la capacité des
véhicules, les pauses des chauffeurs, etc.

Par exemple, lorsque la quantité totale a livreaaollecter aupres des clients dépasse la
capacité d’'un véhicule, il faut utiliser plusiewamions. Le probleme se complique donc
puisqu’en plus de déterminer la route de chaquéculd) il faut également répartir les
clients parmi les véhicules.
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