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Charles Audet
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1 Introduction
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Famille de problèmes d’optimisation

(NLP ) minx fp(x)
s.c. x ∈ Ω,

où Ω = {x ∈ X : Cp(x) ≤ 0} et X ⊂ Rn est le domaine, et
fp : X → R ∪ {∞} , Cp : X → (R ∪ {∞})m. :

p est le vecteur des paramêtres contextuels. p est fixe.

x est le vecteur de variables à déterminer. [variables de design,
d’optimisation, de contrôle].

X est défini par les contraintes devant nécessairement être
satisaites. X est fréquement simple, un polyèdre par exemple.
Ce sont les contraintes fermées.
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Exemple : traitement des brasques – production
d’aluminium

L’évaluation de fp et Ω requiert l’exécution du logiciel ASPEN qui
simule un procédé de production.
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7 variables, 4 constraintes de bôıtes noires. Aspen échoue sur 43%
des évaluations (plancher du graphique).
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Exemple: Planification de maintenance

Une fonction bruitée.
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Exemple: Acoustique sous-marine

Plusieurs optima locaux.
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MDA = Analyse Multidisciplinaire
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Figure 1: Aeroelastic System

the so-called “design point”, like the viscosity of the air, angle of attack of the wing,

and speed. We have completed the MDA for a given decision vector x when we have
found u(x) such that the following hold for u = (M1, M2).

F1(x, M1, M2) = E21 ◦ F21 ◦ A1(M1)−M2, (3)

F2(x, M1, M2) = E12 ◦ F12 ◦ A2(M2)−M1. (4)

and A1 is the the flow solver (maybe finite difference) and A2 denotes the structures

code (maybe finite element). The E, F routines are interface routines that do such

bookkeeping as converting pressures to loads and deflections to shape. Figure 2 pro-

vides a more detailed idea of what the E and F boxes look like in that there is probably

one required for each of the other disciplines connected to Ai. These interface boxes

are the source of many of the difficulties with MDO.

– Why is successive replacements is used in MDA and not Newton? When faced with

a system of nonlinear equations to solve, we automatically think of Newton’s method.

The problem is the availability of derivatives of F with respect to u. Each finite dif-
ference step would require a single discipline solve, and the number of correct digits

in the difference might be small anyway. Still, one suspects that sparsity is there to be

exploited, and the number of variables involved may be too large to use Broyden-type

updating methods. The most common approach is for the user to apply intuition to a

sequencing of the single discipline solvers and use successive replacements, i.e., fix

u2, . . . uns , solve the first equation block for a new u1. Now fix all but u2 with the

new u1, and use F2 to get a new u2, etc, and iterate. If convergence is a problem, then

reorder the equation and unknowns and try again.

• Formulations of MDO using aeroelastic design example

– MDF or black box or closed equations or control theory method (different fields call it

different names. Different engineering disciplines are often different worlds.): This is

Disciplines D1, D2 avec des codes A1, A2

µij est l’information de Dj requise par Di (Exemple, tansformer
un flot en pressions)
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Formulation Mathématique

Écrire F (x, u) = 0, mais résoudre F (x, M1,M2) = 0 pour M , où

F1(x,M1,M2) = E21 ◦ F21 ◦A1(M1)−M2,

F2(x,M1,M2) = E12 ◦ F12 ◦A2(M2)−M1

A1 et A2 sont les fonctions coûteuses à évaluer
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Une discipline dans un problème MDO
January 3, 2003 7
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Figure 2: Generic Discipline

the traditional approach in which a complete MDA for u(x) is done for each choice of
the design variables x. Thus, the optimization problem to be solved is a function only
of the design variables x, and it looks like (1). An important point is that the objective
function f(x) is almost surely of the form f(x) = f̄(x, u(x)). The point being that the
state or system variables u are needed to evaluate the design objective function. Thus,
given x, we solve an MDA problem for u, and then we have the arguments to evaluate
f̄ , C̄. Notice that if there are bounds on u, then they become bounds on u(x), and hence
they are really nonlinear constraints. If bounds on u(x) must be closed, ( for example
bounds on u may represent safety considerations - like operating temperatures of some
chemical process), then we may have a nasty difficulty for the optimization algorithm.

∗ Advantage is optimization variables are the design variables (generally nd << ns

and every iterate can be made feasible. Thus, when we stop, we only need to

restore feasibility in C(x), often called the side constraints.

∗ Disadvantage is computational effort to complete an MDA for every function

value. Even finite difference derivatives with respect to x require an MDA for

each forward difference quotient.

– All-at-once (AAO) or Simultaneous Analysis and Design (SAND) or open equations

or nonlinear programming method: This is the ideal in many ways. It doesn’t always

work. There is some analytic and practical evidence that nonsmooth behavior in the so-

lution u(x) gets smoothed as it passes through f(x, u(x)) and so the blackbox method
may work when the AAO method doesn’t. However, when the AAO approach does

Les routines E et F sont difficiles à écrire
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Formulation bôıte noire
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Figure 3: Multidisciplinary Feasible (MDF) Method
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Figure 4: All-At-Once or AAO Formulation

work, it seems most efficient. One solves the AAO problem as:

min
x,u

f(x, u) s.t. x ∈ X, F (x, u) = 0, and C(x) ≤ 0 . (5)

Notice that this requires that we “open” the single discipline solvers in order to be

able to evaluate their internal residuals ( remember, U is produced by solving an inter-

nal system of equations). This is expensive, and generally it is resisted by the single

discipline specialists.

∗ Advantage is less expensive function values and derivatives as well as a generally
less nonlinear optimization problem

∗ Disadvantage is many more variables (the design variables + the ancillary vari-
ables u, as well as the inability to use legacy disciplinary solvers. Feasible point
algorithms are not compatible

Requiert MDA complète à chaque évaluation
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Conditions d’optimalité

Condition nécessaire d’optimalité

Si x̂ ∈ Ω est un minimum local d’une fonction différentiable f sur un
ensemble convexe Ω ⊂ Rn, alors

f ′(x̂; d) ≥ 0 ∀ d ∈ TΩ(x̂),

où f ′(x̂; d) = lim
t→0

f(x̂ + td)− f(x̂)
t

= dT∇f(x̂)
et TΩ(x̂) est le cône tangent de Ω en x̂.

Condition nécessaire d’optimalité

Si x̂ ∈ Ω est un minimum local d’une fonction f sur un ensemble
Ω ⊂ Rn, alors

f◦(x̂; d) ≥ 0 ∀ d ∈ TH
Ω (x̂),

où f◦(x̂; d) est une généralisation de la dérivée directionelle,
et TH

Ω (x̂) est une généralisation du cône tangent .
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Optimisation sans contraintes

Considérons le problème

min
x∈Rn

f(x)

où f : Rn → R ∪ {∞}.

Hypothèse

Nous disposons d’un point initial x0 ∈ Rn.

Cas possibles :

x0 est la solution courante du système.

x0 est à déterminer.

x0 = 0
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Recherche par coordonnées (ancêtre de pattern search).

Initialisation:
x0 : point initial de Rn

∆0 > 0 : taille initiale du pas.

Sonde locale (Poll step): pour k = 0, 1, . . .
Si f(t) < f(xk) pour un t ∈ Pk := {xk ± ∆kei : i ∈ N},

alors poser xk+1 = t
et ∆k+1 = ∆k;

sinon xk est u minimum local par rapport à Pk,
poser xk+1 = xk

et ∆k+1 = ∆k
2 .
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Recherche par coordonnées : algorithme de base

x0=(2,2)T ,∆0=1

•
f=4401

•
f=29286

•
f=4772

•
f=166

•
f=4176
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Recherche par coordonnées : algorithme de base

x1=(1,2)T ,∆1=1

•
f=166

•
f=4401

•
f=262

•
f=81

•
f=106
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Recherche par coordonnées : algorithme de base

x2=(2,2)T ,∆2=1

•
f=81

•
f=166

•
f=152

•
f=2646

•
f=36
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Recherche par coordonnées : algorithme de base

x3=(0,1)T ,∆3=1

•
f=36

•
f=106

•
f=81

•
f=2466

•
f=17
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Recherche par coordonnées : algorithme de base

x4=(0,0)T ,∆4=1

•
f=17

•
f=82

•
f=36

•
f=2402

•
f=24

•
f=17

x4 est un optimum local du treillis
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Recherche par coordonnées : algorithme de base

x5=(0,0)T ,∆5= 1
2

•
f=17

Avec un budget de 20 évaluations on obtient x = (0, 0)T avec
f(x) = 17. Peut-on faire mieux ?
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Recherche par coordonnées : algorithme opportuniste

x0=(2,2)T ,∆0=1

•
f=4401

•
f=29286

•
f=4772

•
f=166
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Recherche par coordonnées : algorithme opportuniste

x1=(1,2)T ,∆1=1

•
f=166

•
f=4401

•
f=262

•
f=81
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Recherche par coordonnées : algorithme opportuniste

x2=(2,2)T ,∆2=1

•
f=81

•
f=166

•
f=152

•
f=2646

•
f=36
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Recherche par coordonnées : algorithme opportuniste

x3=(0,1)T ,∆3=1

•
f=36

•
f=106

•
f=81

•
f=2466

•
f=17

MTH 6416 (Charles Audet) Recherche par coordonnées 26 / 79

Recherche par coordonnées : algorithme opportuniste

x4=(0,0)T ,∆4=1

•
f=17

•
f=82

•
f=36

•
f=2402

•
f=24
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Recherche par coordonnées : algorithme opportuniste

x5(0,0)T ,∆5= 1
2

•
f=17

•
f=1.0625
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Recherche par coordonnées : algorithme opportuniste

x6=(0,0.5)T ,∆6= 1
2

•
f=1.0625

Avec un budget de 20 évaluations on obtient x = (0.5, 0)T avec
f(x) = 1.0625. Peut-on faire mieux ?
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Recherche par coordonnées : algorithme dynamique

x0=(2,2)T ,∆0=1

•
f=4401

•
f=29286

•
f=4772

•
f=166

!
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Recherche par coordonnées : algorithme dynamique

x1=(1,2)T ,∆1=1

•
f=166

•
f=81
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Recherche par coordonnées : algorithme dynamique

x2=(2,2)T ,∆2=1

•
f=81

•
f=2646

•
f=166

•
f=152

•
f=36
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Recherche par coordonnées : algorithme dynamique

x3=(0,1)T ,∆3=1

•
f=36

•
f=17
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Recherche par coordonnées : algorithme dynamique

x4=(0,0)T ,∆4=1

•
f=17

•
f=24

•
f=2402

•
f=82

•
f=36
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Recherche par coordonnées : algorithme dynamique

x5=(0,0)T ,∆5= 1
2

•
f=17

•
f=17.25

•
f>411.

•
f=1.0625
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Recherche par coordonnées : algorithme dynamique

x6=(0,0.5)T ,∆6= 1
2

•
f=1.0625

•
f=82

•
f=0.375
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Recherche par coordonnées : 3 stratégies

Complète Opportuniste Dynamique

xT f(x) xT f(x) xT f(x)

Après 20 évaluations de f

(0, 0) 17 (.5, 0) 1.0625 (.5,−.5) 0.375

Après 50 évaluations de f

(.375,−.375) 1.8e-2 (.375,−.312) 5.7e-3 (.375,−.344) 3.1e-3
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Convergence de la recherche par coordonnées

Si la suite d’itérés {xk} appartient à un ensemble borné, alors

lim
k

∆k = 0

il existe x̂ ∈ Rn, qui est la limite d’une sous-suite d’optima
locaux du treillis, sur des treillis devenant infiniment fins

si f est conitnûement différentiable en x̂, alors ∇f(x̂) = 0.

... mais on ne connâıt rien de f .
On doit travailler avec des hypothèses de différentiabilité moins
restrictives.
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Optimisation sous contraintes de bornes: Approche barrière

Soient ! ∈ ({−∞} ∪ R)n et u ∈ (R ∪ {∞})n des vecteurs de bornes.

min
x∈X

f(x)

Lancer la recherche par coordonnées sur

min
x∈Rn

fX(x)

où fX(x) =
{

f(x) si x ∈ X
+∞ sinon.
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Optimisation sous contraintes: combinaison de contraintes.

Soit Ω = {x ∈ X : cj(x) ≤ 0, j = 1, 2, . . . ,m} le domaine
réalisable.

min
x∈Ω

f(x)

Lancer la recherche par coordonnées sur

min
x∈Rn

hX(x)

où hX(x) =
{ ∑m

j=1(max{0, cj(x)})2 si x ∈ X
+∞ sinon.

Interrompre dès qu’une solution réalisable est obtenue.

Lancer la recherche par coordonnées sur

min
x∈Ω

f(x)
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Limitations de la recherche par coordonnées

f(x) = ‖x‖∞ avec x0 = (1, 1)T .

"!

#

$

a

b
Courbe de niveau:
{x ∈ R2 : f(x) = 1} ! x0 = (1, 1)T

! "

#

$

Un algorithme directionel
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Calul de Clarke

Si f est Lipschitz1 près de x̄ ∈ Rn, alors la dérivée généralisée de
Clarke en x̄ dans la direction v ∈ Rn est

f◦(x̄; v) = lim sup
y→x̄, t↓0

f(y + tv)− f(y)
t

.

1il existe un scalaire K tel que

|f(x)− f(x′)| ≤ K‖x− x′‖

pour tout x, x′ dans un voisinage de x̄.
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Calul de Clarke

Le gradient généralisé de f en x est l’ensemble

∂f(x) := {ζ ∈ Rn : f◦(x; v) ≥ vT ζ pour tout v ∈ Rn}.

Si f est Lipschitz près de x, alors

∂f(x) = co{lim∇f(xi) : xi → x et ∇f(xi) existe }.

La dérivée généralisée peut être obtenue à partir du gradient
généralisé : f◦(x; v) = max{vT ζ : ζ ∈ ∂f(x)}.
Si x est un minimum de f , et f est Lipschitz près de x, alors
0 ∈ ∂f(x). Ceci généralise la condition nécessaire d’optimalité
de premier ordre du cas continûement différentiable :
0 = ∇f(x).
Si f est différentiable (Hadamard, Gâteaux, ou Fréchet) en x,
alors le gradient de f en x appartient au gradient généralisé
∂f(x).
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Calul de Clarke

Si f est convexe, ∂f(x) = sous-différentiel.

f est régulier en x si pour tout v ∈ Rn, la dérivée directionelle
f ′(x; v) existe et est égale à f◦(x; v).
f est strictement différentiable en x si pour tout v ∈ Rn,

lim
y→x,t↓0

f(y + tv)− f(y)
t

= ∇f(x)T v.

Si f est Lipschitz près de x et ∂f(x) se réduit à un singleton
{ζ}, alors f est strictement différentiable en x et ∇f(x) = ζ.
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Differentiable, mais pas strictement différentiable

!1 !0.8 !0.6 !0.4 !0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

y = x
2
(2+sin(!/x))

x

y

f est Lipschitz et différentiable près de 0:
y′(0) = 0 et y′ = 2x(2 + sin(π

x ))− π cos(π
x )

La dérivée n’est pas continue en x = 0: y′( 1
2k ) = 2

k − π
f n’est pas strictement différentiable : ∂f(0) = [−π,π]
f n’est pas régulière : f◦(0,±1) = π -= f ′(0,±1) = 0
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Strictement, mais pas continûement différentiable

f(x) =
∫ x
0 ϕ(u)du où ϕ(u) =

{
u si u ≤ 0
1

1+κ si κ + 1 > 1
u ≥ k

f est Lipschitz près de x̂ = 0, et ∂f( 1
κ) = [ 1

κ+1 , 1
κ ]

f n’est pas strictement différentiable, ni continûement différentiable,
dans tout voisinage de x̂ = 0.
∂f(0) = {0}, et donc f est strictement différentiable en x̂ = 0.
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Convergence de la recherche par coordonnées

Si la suite d’itérés {xk} appartient à un ensemble borné, alors

lim
k

∆k = 0
il existe x̂ ∈ Rn, qui est la limite d’une sous-suite d’optima
locaux du treillis, sur des treillis devenant infiniment fins :
f(xk ± ∆kei) ≥ f(xk) pour tout ei.

Théorème

Si f est Lipschitz près de x̂, alors f◦(x̂;±ei) ≥ 0 pour tout ei.

Preuve: f◦(x̂; ei) := lim sup
y→x̂, t↓0

f(y + tei)− f(y)
t

≥ lim sup
k∈K

f(xk + ∆kei)− f(xk)
∆k

≥ 0.

Théorème

Si f est Lipschitz près de x̂, alors f◦(x̂;±ei) ≥ 0 pour tout ei.
Si f est régulier près de x̂, alors f ′(x̂;±ei) ≥ 0 pour tout ei.
Si f est strictement différentiable près de x̂, alors ∇f(x̂) ≥ 0.
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6 Recherche sur treillis adaptatifs

7 Discussion

Recherche par coordonnées – Directions de sonde

Pk = {xk ± ∆m
k ei}; 2n points du treillis adjacents à xk.

∆m
k = 1

"xk
!

p1

!p2

!
p3

!
p4

∆m
k+1 = 1

2

"
xk+1

!p1

!p2

!p3

!
p4

∆m
k+2 = 1

4

"
xk+2

!p1

!p2!p3 !
p4

Il y a toujours les mêmes 2n = 4 directions.
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Recherche par motifs – Directions de sonde

Pk = {xk + ∆m
k d : d ∈ Dk}; n + 1 points du treillis adjacents à xk.

∆m
k = 1

"xk
%

%
%

%%
!p1

!
p2

!
p3

∆m
k+1 = 1

2

"
xk+1&

&&!p1

!p3

!p2

∆m
k+2 = 1

4

"
xk+2

%%
&&

!p1!p2 !
p3

Il y a 14 differentes façons de définir Dksur ce treillis.
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Recherche par motifs

#
xk

Recherche globale

#

#

#

Recherche locale

#
p2

#p1 #p3

&&%%

Succès

#
xk+1=p2

#
#

#
&

&
&&

%
%

%%

#

# Échec

#xk+1=xk###
#

#
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Algorithme de recherche par motifs

L’itération k est initiée à partir de xk ∈ Ω
Le but visé par l’Itération est de trouver une solution meilleure que
xk.

Recherche

globale: Recherche finie sur le treillis Mk.

Sonde locale: Si la recherche globale échoue, alors f est evalué sur Pk.

Mise à jour: Si la recherche globale ou la sonde locale réussi, alors
augmenter ∆k .
Sinon, réduire ∆k et poser ∆k+1 = ∆k.

Les points non-réalisables sont simplement rejetés.
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Analyse de convergence de la recherche par motifs

Si la suite d’itérés {xk} appartient à un ensemble borné, alors

lim
k

∆k = 0
il existe x̂ ∈ Rn, qui est la limite d’une sous-suite d’optima
locaux du treillis, sur des treillis devenant infiniment fins :
f(xk + ∆kd) ≥ f(xk) pour tout d ∈ Dk.

Théorème

Si f est Lipschitz près de x̂, alors f◦(x̂; d) ≥ 0 pour toutes les
directions d ∈ D utilisées infiniment souvent.

Preuve: f◦(x̂; d) := lim sup
y→x̂, t↓0

f(y + td)− f(y)
t

≥ lim sup
k∈K

f(xk + ∆kd)− f(xk)
∆k

≥ 0.

Note : L’ensemble de ces directions constitue un ensemble générateur
positif.

Théorème

Si f est Lipschitz près de x̂, alors f◦(x̂; d) ≥ 0 pour toutes les
directions d ∈ D utilisées infiniment souvent.
Si f est régulier près de x̂, alors f ′(x̂; d) ≥ 0 pour toutes les
directions d ∈ D utilisées infiniment souvent.
Si f est strictement différentiable près de x̂, alors ∇f(x̂) ≥ 0.
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Utilisation d’une fonction substitut
dans la recherche globale

"

#

%
%

%
%

%
%&

f

x1

x2

∗

∗

∗ est la meilleure solution à date

•

•

Fonction substitut

•

(

Génération d’un point candidat via le substitut

•

f est évalué au point candidatSonde locale autour de la meilleure solution à date

•
•

•

∗ est toujours la meilleure solution à date

•

•
•
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Limitations de la recherche par motifs

Pour que la recherche par motifs quitte un point non-optimal par
la sonde locale, elle doit générer des directions de descente dans
le cône tangent par rapport à Ω.

Il est facile de générer celles-ci lorsque le domaine est
polyhédrique: {TΩ(x) : x ∈ Ω} contient un nombre fini de
cônes.

Dans le cas de contraintes générales, {TΩ(x) : x ∈ Ω} contient
habintuellement un nombre infini de cônes : Il est alors
impossible d’identifier tous les générateurs des cônes tangents.
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Cône hypertangent

Définition
Un vecteur v ∈ Rn est hypertangent à l’ensemble Ω ⊆ Rn au point
x ∈ Ω s’il existe un scalaire ε > 0 tel que

y+ tw ∈ Ω pour tout y ∈ Ω∩Bε(x), w ∈ Bε(v) et 0 < t < ε.

L’ensemble des vecteurs hypertangents à Ω en x est le cône
hypertangent à Ω en x et s’écrit TH

Ω (x).
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Cône de Clarke

Définition
Un vecteur v ∈ Rn est Clarke tangent à l’ensemble Ω ⊆ Rn au point
x dans la fermeture de Ω si pour toute suite {yk} d’éléments de Ω
convergeant vers x et pour toute suite de scalaires positifs {tk}
convergeant vers zéro, il existe une suite de vecteurs {wk}
convergeant vers v tels que yk + tkwk ∈ Ω.
L’ensemble des vecteurs Clarke tangents à Ω en x est le cône tangent
de Clarke à Ω en x et s’écrit TCl

Ω (x) .
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Cône réalisable

Définition
Un vecteur v ∈ Rn est une direction réalisable pour l’ensemble
Ω ⊆ Rn au point x de Ω s’il existe un ε > 0 tel que x + tv ∈ Ω pour
tout 0 ≤ t < ε.
L’ensemble des directions réalisables pour l’ensemble Ω ⊆ Rn au
point x de Ω est le cône réalisable pour Ω en x et s’écrit TF

Ω (x) .
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Cône de Bouligand

Définition
Un vecteur v ∈ Rn est Bouligand tangent à l’ensemble Ω ⊆ Rn au
point x dans la fermeture de Ω s’il existe une suite {yk} d’éléments
de Ω convergeant vers x et une suite de scalaires positifs {λk} pour
lesquels v = limk λk(yk − x).
L’ensemble des vecteurs Bouligand tangents à Ω en x est le cône
tangent de Boutigand à Ω en x et s’écrit TCo

Ω (x).
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Liens entre les cônes

L’ensemble Ω est régulier en x si TCl
Ω (x) = TCo

Ω (x).
Un ensemble convexe est régulier en tous ses points.

TCo
Ω (x) et TCl

Ω (x) sont des cônes fermés.
TCl

Ω (x) et TH
Ω (x) sont des cônes convexes.

TH
Ω (x) ⊆ TCl

Ω (x) ⊆ TCo
Ω (x) TH

Ω (x) ⊆ TF
Ω (x).

TH
Ω (x) = int(TCl

Ω (x)) lorsque TH
Ω (x) est non-vide.

TCl
Ω (x) = cl(TH

Ω (x)) lorsque TH
Ω (x) est non-vide.
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Conditions nécessaires d’optimalité

Définition
Soit f une fonction Lipschitz près de x̂ ∈ Ω. Alors, x̂ est un point
stationaire au sens de Clarke ou Bouligand de f sur Ω, si
f◦(x̂; v) ≥ 0 pour toutes directions v du cône de Clarke ou Bouligand
de Ω en x̂, respectivement.
De plus, x̂ est un point Clarke, ou Bouligand KKT-stationaire de f
sur Ω, si −∇f(x̂) existe et appartient au polaire du cône de Clarke
ou Bouligand de Ω en x̂, respectivement.
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1 Introduction

2 Recherche par coordonnées

3 Optimisation non-lisse

4 Recherche par motifs

5 Contraintes générales non-lisses
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Traitement des contraintes par la barrière

#
xk

Recherche globale

#

#

#

Recherche locale

#
p2

#
p1

#
p3

'''
(

(
((

Succès

#
xk+1 = p2

##

#
'''''''

)))))))

%
%

%%

#

# Échec

#xk+1 = xk#
p2

#p1

#
p3

**
++

#

#
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Analyse de convergence - barrière

Théorème
Lorsque k →∞, l’ensemble des directions de sonde normalisées
produit par MADS forme un ensemble dense dans la boule unité avec
probabilité 1.

Théorème
Soit x̂ la limite d’une sous-suite d’optima locaux du treillis, sur des
treillis devenant infiniment fins. Si f est Lipschitz près de x̂,
alors f◦(x̂, v) ≥ 0 pour tout v ∈ TH

Ω (x̂) avec probabilité 1.
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Analyse de convergence - barrière

Encore une fois, nous avons une hiérarchie de résultats de
convergence “proportionelle” à la diff erentiabilité de f et d’Ω.

f est Lipschitz implique que les dérivées de Clarke sont
non-négatives dans le cône hypertangent, et donc dans le cône
de Clarke si TH

Ω (x̂) -= ∅, i.e., Clarke-stationaire.

f et Ω réguliers implique que les dérivées directionelles sont
non-négatives dans le cône de Bouligand, i.e., Bouligand
stationaire.

f est strictement différentiable et Ω regulier implique Bouligand
KKT-stationaire.

Et sous encore plus d’hypothèses:

Si f est deux fois strictement différentiable etΩ est convexe et
∇2f(x̂) est non-singulier, alors x̂ est un minimum local strict.
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Traitement des contraintes par le filtre (basé sur Fletcher -
Leyffer)

min
x∈Rn

f(x)

s.t. x ∈ Ω ≡ {x ∈ X : C(x) ≤ 0},
où C = (c1, c2, . . . , cm)T et X ⊆ Rn

Les contraintes sont partitionnés en deux groupes.
La barrière traite X. Le filtre traite C(x).
On introduit la contrainte d’aggrégation de violations

h(x) :=






∑

j

max(0, cj(x))2 si x ∈ X, ⇐ contraintes ouvertes

+∞ sinon. ⇐ contraintes fermées

h(x) = 0 si et seulement si x ∈ Ω.
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Traitement des contraintes par le filtre

Ω

X

!
xI

#f

"
h

!
(h(xI),f(xI))!

xF

(h(xF ),f(xF ))!

(h(X), f(X))

(h(Ω), f(Ω))

&
&,

-
-
-
-
--.

Solution optimale

•

•
h=0

h=3
h=2 •

•

%
%%/

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
001

Min local de h
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MADS-filtre : Itération 0

Ω

X

!x0

#f

"
h

!

$

$
$ $!

!

Worst h and worst f

!À l’extérieur des contraintes fermées X : la barrière rejette le point

!
!

Meilleur h mais pire f

!
!

Meilleur h et meilleur fMeilleure solution non-réalisable est celle à gauche de la
précédente (dans le graphe (h, f)) avec la meilleure valeur de f

↘
x1

↘

MTH 6416 (Charles Audet) Recherche sur treillis adaptatifs 70 / 79

MADS-filtre : Itération 1

Ω

X

!
!

x1

#f

"
h

$

$
$ $

!

!
! !

! !
!
!

Nouvelle meilleure solution non-réalisable

↘

↘

Nouvelle meilleure solution réalisable

↘

↘
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MADS-filtre : Itération 2

X

!
!

xF
2

!
!

xI
2

#f

"
h

$

$
$&

&
&&

Sonde de n + 1 directions autour du centre de sonde primaire xI

"
&

&
&&

Une seule direction autout du centre de sonde secodaire xFÉchec: Toutes les valeurs de (h, f) sont dans la région ombragée

#

#
#

# #
#

#
#
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MADS-filtre : Itération 3

X

!xF
2

!xI
2$
$

$2
2

3
3
44

Les directions de sondes sont générées avec MADS.

$33
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Classification d’une itération

#f

"
h0

fF
k

%
(hI

k,fI
k )%

Succès total

Taille du treillis
est augmentée

ou gardée constante

#f

"
h0

fF
k

&

(hI
k,fI

k )

&

Succès partiel

Taille du treillis
est gardée constante

#f

"
h0

fF
k

%
(hI

k,fI
k )

%

Échec

Taille du treillis
est réduite
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Centres de sonde primaire et secondaire

X

!
!

xF
k

f(xF
k )−ρ

#f

"
h

$33
"
"

"2
2

3
3
44

xI
k est le centre primaire

lorsque f(xI
k) < f(xF

k )− ρ

#xI
k

#"
"

"

5
5

66

66

xF
k est le centre primaire

lorsque f(xI
k) ≥ f(xF

k )− ρ

#xI
k

#
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Analyse de convergence - filtre

Si ρ > 0 alors l’algorithme deviens essentiellement identique à
MADS-barrière si on trouve une solution réalisable.

Théorème

Si x̂ ∈ Ω est la limite d’optima locaux du treillis réaliables {xF
k } alors

l’analyse de MADS pour le problème min
x∈Ω

f(x) s’applique.

Théorème

Si x̂ ∈ Ω est la limite d’optima locaux du treillis non-réaliables {xI
k}

alors l’analyse de MADS pour le problème min
x∈X

h(x) s’applique.
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Analyse de convergence - une qualification de contraintes

Théorème

Si x̂ ∈ Ω est la limite d’optima locaux du treillis non-réaliables {xI
k}

et si
pour tout v ∈ TH

Ω (x̂) -= ∅, il existe un ε > 0 pour lequel
h◦(x; v) < 0 pour tout x ∈ X ∩Bε(x̂) tel que h(x) > 0.

alors l’analyse de MADS pour le problème min
x∈Ω

f(x) s’applique.
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Discussion

Les méthodes de recherche directes travaillent uniquement avec
les valeurs des fonctions.

Elles sont utiles lorsque les dérivées ne sont pas utilisables ou
peu fiables.

MADS avec la barrière ou le filtre traite le cas à contrainte
générales.

Analyse de convergence hiérarchique basée sur des propriétés
locales.
NOMAD www.gerad.ca/Nomad c++ Gilles Couture Licence
GNU.
NOMADm
www.afit.edu/en/enc/Faculty/MAbramson/nomadm.html Matlab
Mark Abramson’s Licence GNU.
MADS dans GADS MathWorks Matlab toolbox.
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